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Аннотация. Актуальность и цели. Целью статьи является создание критерия качества оценки эффек-
тивности нейросетевой обработки малых выборок при многокритериальной проверке гипотезы независимо-
сти. Материалы и методы. На сегодняшний день известно порядка 200 статистических критериев проверки 
гипотезы независимости малой выборки. Используя их совместно, удается существенно повысить качество 
принимаемых нейросетью решений. В связи с этим возникает проблема эффективной сравнительной оценки 
достигнутого качества той или иной нейросетью. Результаты и выводы. Предложено оценивать качество 
нейросетевого решения по достигнутому увеличению выборки при ее анализе одним-единственным критери-
ем Пирсона – Эдлтона – Эджуорта конца 19 в. на выборке большого объема в наиболее сложной ситуации 
проверки гипотезы независимости. 
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Abstract. Background. The purpose of the article is to create a quality criterion for assessing the effectiveness 

of neural network processing of small samples in multicriteria testing of the independence hypothesis. Materials and 
methods. To date, about 200 statistical criteria for testing the hypothesis of independence of a small sample are known. 
Using them together can significantly improve the quality of decisions made by the neural network. In this regard, the 
problem of effective comparative assessment of the achieved quality by one or another neural network arises. Results 
and conclusions. It is proposed to evaluate the quality of a neural network solution by the achieved increase in the 
sample when analyzing it using a single Pearson-Edleton-Edgeworth criterion of the late 19th century on a large sam-
ple in the most difficult situation of testing the independence hypothesis. 
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Постановка задачи 

В конце 19 в. основатели современной математической статистики Пирсон, Эдлтон, Эджуорт 
для оценки коэффициентов корреляции активно использовали ставшую сегодня классической фор-
мулу [1]:  
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где M(.) – функционал вычисления математического ожидания малой выборки в 16 опытов;  
(.) – функционал вычисления стандартного отклонения. 

К сожалению, классическая формула (1) дает требуемую практикой доверительную вероят-
ность оценок только при больших выборках. При малых выборках в 16 опытов для слабо коррели-
рованных данных r  0.0, ошибка может достигать значений r = ±0.7. Столь значительный интервал 
ошибок недопустим при анализе биометрических данных медицины, биологии, экономики, психо-
логии, педагогики. Сегодня статистические оценки, выполненные на малых выборках, воспринима-
ются физико-математической общественностью как недостоверные. Последнее сильно влияет  
на материальные затраты, связанные с обучением следующего поколения исследователей, так как 
увеличивает срок сбора реальных данных в аспирантуре или адъюнктуре. Так, аспирант биолог  
за три года обучения в аспирантуре вполне способен вырастить и исследовать 16 кроликов, опира-
ясь только на собственные усилия. При этом к концу своего обучения он столкнется с недоверием 
коллег к его статистическим оценкам в его диссертации. Ситуация меняется кардинально, если он 
успеет вырастить и исследовать 160 кроликов, однако при этом сильно увеличиваются материально-
технические затраты и время на проведение натурного эксперимента. 

Положение кардинально меняется, если отказаться от практики прошлого века, когда иссле-
дователи-одиночки старались под свою конкретную задачу создать свой наилучший статистический 
критерий [1], учитывающий некоторую совокупность граничных условий. В 21 в. парадигма вычис-
лительных оценок изменилась, появилась возможность использовать большие сети искусственных 
нейронов, т.е. каждому из известных статистических критериев (их более 200 приведено в справоч-
нике [1]). Каждому из известных статистических критериев можно поставить в соответствие свой 
искусственный нейрон, далее несколько нейронов могут быть объединены в одну нейросеть [2].  

Практика показала, что нейросетевое объединение примерно 20 классических статистических 
критериев позволяет малую исходную выборку реальных данных в 16 опытов виртуально увели-
чить, добавив к ней еще примерно 20 виртуальных опытов (каждый искусственный нейрон увеличи-
вает выборку примерно на один виртуальный опыт). Соответственно, диссертация аспиранта-
биолога могла бы выглядеть более убедительной, если бы он обрабатывал данные, полученные не 
только от 16 реальных кроликов, а от существенно большей выборки в 36 виртуально-реальных 
кроликов. Именно это и дает некоторый эффект дополнительный эффект роста доверия к многокри-
териальной статистической обработке данных в сравнении с однокритериальной обработкой. 

Приведенный выше тезис доказан численными экспериментами для достаточно больших се-
тей, собранных из бинарных искусственных нейронов [3]. При этом на сегодня по реальным данным 
нейрофизиологов [4] у живых существ нет бинарных естественных нейронов. Все живые существа 
используют более сложные q-арные естественные нейроны [5]. 

Живые существа не используют бинарные естественные нейроны в силу того, что они способ-
ны работать, выполняя параллельный анализ только двух статистический гипотез [2, 3]. Если искус-
ственные нейроны делать троичными (q = 3), то они становятся способными выполнять параллель-
ный анализ сразу трех статистических гипотез. Это приводит к существенному росту доверия для 
новых нейросетевых решений с трехуровневыми выходными квантователями [6, 7]. 

Выигрыш от первого шага замены бинарных нейронов на троичные нейроны подтвержден 
имитационным моделированием. Преимущества троичных нейронов над бинарными очевидны [6, 7],  
и именно по этой причине природа не использует бинарные нейроны в живых организмах [4, 5]. 
Однако и троичные естественные нейроны, видимо, используются природой достаточно редко. 
Предположительно дальнейшее повышение числа состояний выходного квантователя должно при-
водить к росту качества решений, принимаемых сетями q-арных искусственных нейронов [8, 9].  
Рисунок 1 иллюстрирует этот тезис, на нем отображен 9-арный искусственный нейрон, полученный  
9-арным квантованием выходных состояний функционала оценки коэффициентов корреляции (1) 
для малой выборки в 16 опытов. 
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Рис. 1. Распределения плотности вероятности значений – p(r1) коэффициентов корреляции,  
вычисленных по формуле (1) на малой выборке в 16 опытов 

 
Из рисунка видно, что центр каждого стабильного участка 9-арного квантователя искусствен-

ного нейрона Пирсона – Эдлтона – Эджуорта совпадает с математическим ожиданием 9 использо-
ванных для настройки плотностей распределения. Очевидно, что столь узкие интервалы стабильности 
или округления данных 9-арного квантователя должны давать значительные ошибки оценок для одно-
го искусственного нейрона. Однако использование десятков подобных искусственных нейронов [3] 
после усреднения их откликов должно давать достаточно точные итоговые результаты нейровычис-
лений. В этой ситуации возникает задача сравнения данных разных нейросетевых вычислителей 
корреляции в рамках приведения их данных к одной шкале, соответствующей классической форму-
ле Пирсона – Эдлтона – Эджуорта.  

Эталонная точка шкалы Пирсона – Эдлтона – Эджуорта,  
удобная для сравнения качества работы тестируемых нейросетей 

Из данных рис. 1 следует, что интервал ошибок r существенно зависит от математического 
ожидания контролируемого параметра – М(r). Так, для пяти положительных значений математиче-
ских ожиданий интервалы ошибок и амплитуда ошибок составят:  

( ) 0,0 0,7 0,7 ( ) 1,4,

( ) 0,3 0,3 0,8 ( ) 1,1,

( ) 0,5 0,0 0,85 ( ) 0,85,

( ) 0,7 0,3 0,95 ( ) 0,65,

( ) 0,9 0,6 1,0 ( ) 0,4,
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   (2) 

где А(r) = (max(r) – min(r)) – амплитуда или размах интервала ошибок r. 
При любом конечном объеме выборки реальных данных оценка коэффициентов корреляции 

по формуле (1) хуже всех (имеет наибольшую амплитуду ошибок) при М(r) = 0,0. По мере увеличе-
ния значений коэффициентов корреляции ошибка его оценок падает (точность увеличивается при-
мерно в три раза). 

Несмотря на то, что шкала оценок коэффициентов корреляции Пирсона – Эдлтона – Эджуорта 
имеет максимальную амплитуду ошибок в точке М(r) = 0,0, именно эту точку следует выбирать как 
эталонную. Это связано с тем, что обеспечить попадание в эту точку проще всего. Для этого доста-
точно двукратного программного обращения к вызову программного генератора псевдослучайных 
чисел. Существующие программные генераторы дают независимые (некоррелированные) данные. 
Кроме того, эта точка стабильна и не меняется для любого объема малых выборок. 

На рис. 2 представлены результаты численного эксперимента по имитации плотностей рас-
пределения коэффициентов корреляции независимых данных для выборок разного объема. 
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Рис. 2. Распределения значений коэффициентов корреляции  
для выборок разного объема в 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 опытов 

 
Еще одной причиной выбора точки М(r) = 0,0 при тестировании качества работы нейросете-

вых вычислителей является то, что именно в этой точке закон плотности распределения значений 
коэффициентов корреляции близок к нормальному для выборки любого объема. Во всех иных точ-
ках закон распределения оказывается асимметричным и, соответственно, уже не описывается двумя 
первыми статистическими моментами. 

В левой части рис. 2 приведена программа на языке MathCAD, позволившая получить данные, 
отображенные в правой части рисунка.  

Только в одной точке М(r) = 0,0 мы имеем самое простое статистическое описание распреде-
ления данных, чье стандартное отклонение (r) является простой функцией, описывающей как связь 
объема выборки с интервалом неопределенности r, так и связи объема выборки с амплитудой ин-
тервала неопределенности при доверительной вероятности 0,99:  

6 ( ),

( ) 6 ( ).

r r

A r r

  
  

   (3) 

Оба статистических параметра совпадают r = A(r) только в точке М(r) = 0,0. Формально по лю-
бому из статистических параметров системы уравнений (3) может быть найден объем эквивалентной 
входной выборки. Графики связи стандартного отклонения с объемом выборки приведены на рис. 3.  

 

 

Рис. 3. Обратная оценка объема выборки по значению стандартного отклонения в двух типах систем 
координат (полулогарифмической системе и полностью логарифмической) 
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Приведенными на рис. 3 номограммами (как правой, так и левой) следует пользоваться  
для решения обратной задачи пересчета стандартного отклонения в размер эквивалентной выборки. 
В качестве примера рассмотрим ситуацию стандартного отклонения (r = 00, n = 16) = 0,257.  
Для этой ситуации мы имеем дело с простейшим нейросетевым анализатором с одним нейроном 
Пирсона – Эдлтона – Эджуорта, анализирующим малую выборку объемом в 16 опытов. 

Однако, если мы наблюдаем ситуацию (r = 00, n = 16) = 0,1, то по номограмме рис. 3 мы 
должны сделать вывод о том, что для одного эталонного нейрона Пирсона – Эдлтона – Эджуорта 
малая выборка должна иметь объем N = 100 вместо реальной выборки объемом n = 16. Это вполне 
возможно из-за добавления в сеть нескольких дополнительных нейронов. Даже если мы не знаем 
число добавленных дополнительных нейронов и их тип, мы должны прийти к выводу, что тестиру-
емая нейросеть по сравнению с эталонной формулой (1) снизила вероятность ошибок в 2,57 раза, 
что эквивалентно увеличению объема входной выборки с 16 до 100 опытов. При этом 16 опытов яв-
ляются реальными, а дополнительные 84 виртуальными. Дополнительные виртуальные опыты по-
являются из-за более глубокой нейросетевой обработки исходных данных.  

Также следует отметить, представленные на рис. 3 зависимости аналитически описывают  
в разных формах. Зависимость в левой части рисунка хорошо приближается квадратичным полино-
мом. Зависимость в правой части удобна тем, что хорошо описывается линейно. Параллельно с за-
висимостями (r = 00, n) и log ((r = 00, n)) могут быть использованы аналогичные зависимости  
A (r = 00, n) и log (A (r = 00, n)) в соответствии с соотношением (3). Использование двух зависимо-
стей позволяет поднять точность оценок через их усреднения. Корреляционная связь для этих двух 
разных статистических параметров отсутствует.  
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