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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается проблема параллельного использования множества ста-

тистических критериев, ориентированных на проверку той или иной статистической гипотезы. Материалы  
и методы. Как правило, на малых выборках в 16 опытов статистические критерии дают высокое значение вероят-
ностей ошибок первого и второго рода. Однако если каждому из статистических критериев построить эквивалент-
ный искусственный нейрон и объединить их в большую сеть искусственных нейронов, то мы получим длинный 
код с высокой избыточностью. Свертывание избыточности таких кодов позволяет корректировать ошибки некото-
рых статистических критериев. Результаты. Приведены функциональные зависимости и пороги, используемые 
при программной реализации девяти базовых критериев или эквивалентных им искусственных нейронов. Выводы.  
В логарифмическом масштабе вероятностей ошибок первого и второго рода по каждому критерию и в логарифми-
ческом масштабе числа обобщаемых нейросетью критериев самокорректирующийся код исправления ошибок «го-
лосованием по большинству состояний разрядов» хорошо описывается линейной функцией. 
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ошибок выходного кода нейросети 

Для цитирования: Иванов А. П., Иванов А. И., Малыгин А. Ю., Безяев А. В., Куприянов Е. Н., Банных А. Г., Пер-
филов К. А., Лукин В. С., Савинов К. Н., Полковникова С. А., Серикова Ю. И. Альбом из девяти классических статистиче-
ских критериев для проверки гиптезы нормального или равномерного распределения данных малых выборок  // Надеж-
ность и качество сложных систем. 2022. № 1. С. 20–29. doi:10.21685/2307-4205-2022-1-3 

AN ALBUM OF NINE CLASSICAL STATISTICAL CRITERIA  
FOR TESTING THE HYPOTHESIS OF NORMAL  

OR UNIFORM DISTRIBUTION OF DATA IN SMALL SAMPLES 

A.P. Ivanov1, A.I. Ivanov2, A. Yu. Malygin3, A.V. Bezyaev4,  
E.N. Kupriyanov5, A.G. Bannykh6, K.A. Perfilov7,  

V.S. Lukin8, K.N. Savinov9, S.A. Polkovnikova10, Yu.I. Serikova11 
1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 Penza State University, Penza, Russia 

2 Penza Research Institute of Electrical Engineering, Penza, Russia 
1 ap_ivanov@pnzgu.ru, 2 ivan@pniei.penza.ru, 3 mal890@yandex.ru,  

4, 5, 6, 7, 9 tsib@pnzgu.ru, 8 ibst@pnzgu.ru, 10, 11 vt@pnzgu.ru 
 
Abstract. Background. The problem of parallel use of a set of statistical criteria aimed at testing one or another 

statistical hypothesis is considered. Materials and methods. As a rule, on small samples of 16 experiments, statistical 
tests give a high value of the probabilities of errors of the first and second kind. However, if we build an equivalent ar-
tificial neuron for each of the statistical criteria and combine them into a large network of artificial neurons, then we 
will get a long code with high redundancy. The reduction of the redundancy of such codes makes it possible to correct 
the errors of some statistical tests. Results. The paper presents functional dependencies and thresholds used in the 
software implementation of 9 basic criteria or artificial neurons equivalent to them. Conclusions. On the logarithmic 
scale of the probabilities of errors of the first and second kind for each criterion and on the logarithmic scale of the 
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number of criteria generalized by the neural network, the self-correcting error correction code “by voting on the ma-
jority of bit states” is well described by a linear function. 

Keywords: classical and new statistical criteria, artificial neurons equivalent to statistical criteria, parallel sta-
tistical analysis of small samples, error correction of the neural network output code 
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Классические статистические критерии, созданные в XX в. 

В начале XX в. в 1900 г. Пирсон создал хи-квадрат критерий [1], во многом определивший 
идеологию развития математической статистики1. К сожалению, хи-квадрат критерий плохо работа-
ет при малых выборках в 16 опытов. Ниже на рис. 1 приведена программа, соответствующая 
нейросетевому эквиваленту хи-квадрат критерия Пирсона и даны плотности распределения значе-
ний его выходных состояний.  

 

 
Рис. 1. Программная реализация хи-квадрат нейрона на языке MathCAD и графики его выходных состояний 

 
В случае если порог выходного квантователя хи-квадрат нейрона принять k = 5,9, то возникает 

ситуация совпадения ошибок первого и второго рода Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,326, что не позволяет в оди-
ночку использовать этот статистический критерий на практике. 

После критерия Пирсона был создан ряд иных параметрических критериев, широко применя-
емых на практике2. В частности, в 1928 г. был создан статистический критерий Крамера – фон Ми-
зеса (KfM) [1]. Фрагмент его программной реализации и соответствующие плотности распределения 
состояний нейрона KfM иллюстрируются рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Нейрон эквивалентный критерию Крамера – фон Мизеса 

                                                      
1 Р 50.1.037-2002 Рекомендации по стандартизации. Прикладная статистика. Правила проверки согласия 

опытного распределения с теоретическим. Часть I. Критерии типа χ2. 
2 Р 50.1.037-2002 Прикладная статистика. Правила проверки согласия опытного распределения с теоре-

тическим. Часть II. Непараметрические критерии. 
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Из рис. 2 видно, что нейрон KfM по вероятностям ошибок первого и второго рода примерно 
на 7 % оказывается хуже нейрона хи-квадрат критерия Пирсона (рис. 1). Улучшить этот показатель 
удалось только в 1936 г. в результате соответствующей модификации статистического критерия 
Смирнова [1, 2]. Модифицированный критерий Смирнова – Крамера – фон Мизеса (SKfM) иллю-
стрируется данными рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Нейрон эквивалентный критерию Смирнова – Крамера – фон Мизеса 

 
Следующий значимый шаг в развитии теории был сделан Андерсоном и Дарлингом в 1952 г. 

[1, 3]. Программная реализация искусственного нейрона Андерсона – Дарлинга (AD) и статистики 
его выходных состояний для малых выборок с нормальным и равномерным распределением данных 
отображена на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Нейрон эквивалентный статистическому критерию Андерсона – Дарлинга 

 
Через два года Девид, Хартли и Пирсон показали возможность применения критерия, постро-

енного на учете размаха данных, нормированного стандартным отклонением [1, 4].  
 

 
Рис. 5. Нейрон эквивалентный статистическому критерию нормированного размаха 

 



RELIABILITY AND QUALITY OF COMPLEX SYSTEMS. 2022;(1) 

23 

Заметный вклад в исследования внесли Шапиро и Уилк, опубликовавшие свой вариант крите-
рия в 1965 г. [1, 5].  

 

 
Рис. 6. Нейрон эквивалентный статистическому критерию Шапиро – Уилка  

 
Одной из лучших математических конструкций, синтезированных в прошлом веке, оказался 

критерий Васичека [1, 6]. 
 

 
Рис. 7. Нейрон эквивалентный статистическому критерию Васичека 1976 г. 

 
Исследования, выполненные Фроцини в 1978 г., показали, что численное моделирование кри-

терия Андерсона – Дарлинга может быть упрощено. При этом наблюдается даже некоторый рост 
мощности упрощенного критерия Фроцини (Fr) [1, 7].  

 

 
Рис. 8. Нейрон эквивалентный статистическому критерию Фроцини 

 
При решении задачи разделения малых выборок нормально и равномерно распределенных 

данных хорошие результаты дает критерий четвертого статистического момента, что было показано 
Анскомбе и Глумом в 1983 г. [1, 8].  
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Рис. 9. Нейрон эквивалентный статистическому критерию четвертого статистического момента 

Нейросетевое объединение для совместного использования  
девяти классических статистических критериев 

Таким образом, мы получили коллекцию из девяти статистических критериев [9, 10]. Исполь-
зование каждого из этих статистических критериев отдельно не дает хороших результатов при ана-
лизе малых выборок в 16 опытов. В связи с этим нейроны должны быть объединены в одну 
нейросеть с 16 входами и 9 выходами, как это отображено на рис. 10. 

 

 
Рис. 10. Параллельная обработка малой выборки в 16 опытов несколькими искусственными нейронами 

эквивалентными хи-квадрат критерию и иным известным статистическим критериям  
 
В случае, если все отклики нейронов окажутся нулевыми «000000000», мы с высокой вероят-

ностью делаем вывод об обнаружении выборки входных данных с нормальным распределением. 
Обратная ситуация кода со всеми единицами «111111111» будет свидетельствовать об обнаружении 
входной выборки с равномерным распределением данных.  

В ситуации, когда в разрядах кода присутствуют оба состояния «001001001», свертывание ко-
да происходит по большинству наблюдаемых разрядов. Эффективность самокорректирующихся ко-
дов зависит от корреляционных связей между разрядами. Если корреляционные связи отсутствуют, 
то состояние «000000000» будет свидетельствовать об обнаружении нормальных данных с довери-
тельной вероятностью 0,996. По мере роста корреляционных связей между разрядами кода довери-
тельная вероятность принятия решений падает. Реальные корреляционные связи между разрядами 
кода отражены в табл. 1.  



RELIABILITY AND QUALITY OF COMPLEX SYSTEMS. 2022;(1) 

25 

Таблица 1  

Вероятности ошибок и коэффициенты парной корреляции 
между классическими статистическими критериями 

 
 
Учет влияния корреляционных связей и вероятностей ошибок в каждом разряде выполняется 

через процедуры симметризации задачи. Для этой цели от девяти вероятностей ошибок первого и 
второго рода следует перейти к их среднему геометрическому  

9 0,326 0,348 0,323 0,272 0,232 0,341 0,256 0,258 0,255 0,287.⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

Если бы корреляционные связи отсутствовали, то 9-кратная избыточность кода должна при-
водить к снижению вероятности ошибок примерно в три раза до величины 0,096. Для учета влияния 
реальных корреляционных связей необходимо вычислить средний модуль коэффициентов парных 
корреляций. В нашем случае он составит E(⏐r⏐) = 0,399 [3]. Из-за того, что получаем очень высокие 
средние значения модулей коэффициентов корреляции, то вместо предполагаемого трехкратного 
снижения вероятностей ошибок наблюдается только их 33 % снижение; причем вероятность средне-
го геометрического снижается с величины 0,287 до вероятности 0,216. Это всего на 7 % лучше по 
сравнению с вероятностью ошибок самого мощного критерия нормированного размаха –Rs. Выгод-
нее использовать только 3 или 5 самых мощных статистических критериев. Самые слабые критерии 
с высокими вероятностями ошибок целесообразно отбросить, уменьшая тем самым среднее геомет-
рическое.  

Для нас интересна ситуация нейросетевого объединения как можно большего числа статисти-
ческих критериев. В логарифмическом масштабе вероятностей ошибок первого и второго рода по 
каждому критерию и в логарифмическом масштабе числа обобщаемых нейросетью критериев само-
корректирующийся код исправления ошибок хорошо описывается линейной функцией. Эта ситуа-
ция отображена на рис. 11.  

Из рис. 11 видно, что при высокой коррелированности данных реальных классических стати-
стических критериев r = 0,4 для снижения вероятности ошибок в три раза потребуется применение 
порядка 1000 статистических критериев. Если же коэффициенты корреляции удастся снизить в 4 ра-
за до значения r = 0,1, то уже при использовании 800 статистических критериев вероятности ошибок 
снижается до приемлемой для практики величины Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,02. 
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Рис. 11. Линейный прогноз вероятностей ошибок с ростом числа используемых статистических критериев  

при разных значениях симметричных корреляционных связей между разрядами выходного кода 
 
В прошлом веке было создано порядка 200 различных статистических критериев [1], есте-

ственно, что часть из них может быть использована через нейросетевое объединение. Кроме того, 
уже в этом веке созданы примерно 30 новых статистических критериев [11–13]. Новые и старые 
критерии могут быть совместно использованы по схеме объединения рис. 10. Естественно, что про-
стейшие коды, исправляющие ошибки «голосованием по большинству», малоэффективны. Необхо-
димо использовать более сложные кодовые конструкции [14]. В этом случае увеличивается наклон 
экстраполирующих прямых. Более эффективные коды свертывания избыточности [14] должны да-
вать приемлемые для практики результаты при нейросетевом объединении двух-трех десятков 
наиболее эффективных статистических критериев.  
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