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Аннотация. Актуальность и цели. Решение задачи выбора оптимальных параметров, а также диагно-

стики и прогнозирования технического состояния компонентов авиационного оборудования обусловливает 
необходимость построения моделей таких компонентов. На вход моделей подаются измеряемые характери-
стики, а на выходе получаются контролируемые характеристики. Авторами был предложен метод математиче-
ского прототипирования энергетических процессов, позволяющих строить адекватные математические модели 
(не противоречащие общим физическим законам) динамики физических и химических процессов различной 
природы. Затем эти уравнения преобразовываются к моделям, непосредственно используемым для решения 
упомянутых практических задач. Для упрощения вычислений необходимо корректное задание аналитического 
приближения решений дифференциальных уравнений метода математического прототипирования энергетиче-
ских процессов. Это и обусловливает актуальность упомянутой задачи. Материалы и методы. В случае исполь-
зования специальных методов решения системы дифференциальных уравнений необходимо задать приближен-
ное аналитическое выражение решения (общего или частного) искомой системы, коэффициенты которого 
определяются из системы уравнений. Аналитическое приближение решения систем дифференциальных  
уравнений метода математического прототипирования энергетических процессов базируется на концепции 
стремления системы к некоторому стационарному состоянию, изменяющемуся в результате обратной связи. 
Результаты. Предложенная методика задания аналитического приближения решений уравнений метода мате-
матического прототипирования энергетических процессов дает возможность задания класса корректных мате-
матических моделей (не противоречащих общим физическим законам, а также особенностям протекания физи-
ческих и химических процессов в конкретной рассматриваемой системе) различных компонентов авиационного 
оборудования. В таком классе строятся модели (методами теории идентификации, машинного обучения и т.д.) 
с наименьшими вычислительными затратами. Выводы. Качественный анализ уравнений метода математиче-
ского прототипирования энергетических процессов дает возможность задания максимально суженного класса 
математических моделей, в котором строится адекватная математическая модель требуемой точности произ-
вольной системы с наименьшими вычислительными затратами. 
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Abstract. Background. Solving the problem of choosing the optimal parameters, as well as diagnosing and pre-

dicting the technical condition of aircraft equipment components, necessitates the construction of a model of this com-
ponents. At the input of the models, the measured characteristics are fed, and the controlled characteristics are obtained 
at the output. The authors proposed a method of mathematical prototyping of energy processes, allowing to build ade-
quate mathematical models (which do not contradict the general physical laws) of the dynamics of physical and chemical 
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processes of various nature. Then these equations are converted to models that are directly used to solve the mentioned 
practical problems. To simplify calculations, it is necessary to correctly set the analytical approximation of solutions to 
differential equations of the method of mathematical prototyping of energy processes. This determines the urgency of 
the mentioned problem. Matherials and methods. In the case of using special methods for solving a system of differential 
equations, it is necessary to specify an approximate analytical expression for the solution (general or particular) of the 
system being solved, the coefficients of which are determined from the system of equations being solved. The analytical 
approximation of the solution of systems of differential equations of the method of mathematical prototyping of energy 
processes is based on the concept of the system tending to some stationary state, which changes as a result of feedback. 
Results. The proposed method for setting the analytical approximation of solutions to the equations of the method of 
mathematical prototyping of energy processes makes it possible to set a class of correct mathematical models (which do 
not contradict the general physical laws, as well as the features of the flow of physical and chemical processes in a 
particular system under consideration) of various components of aviation equipment. In such a class, models are built 
(methods of identification theory, machine learning, etc.) with the lowest computational costs. Conclusions. Qualitative 
analysis of the equations of the method of mathematical prototyping of energy processes makes it possible to specify 
the most narrowed class of mathematical models, in which an adequate mathematical model of the required accuracy of 
an arbitrary system is built with the lowest computational costs. 

Keywords: method of mathematical prototyping of energy processes, integration of differential equations, ma-
chine learning 
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Введение 

Построение математических моделей технических систем, в том числе и компонентов авиаци-
онного оборудования, имеет важное значение для решения задач проектирования и эксплуатации си-
стем [1–4]. На вход таких моделей систем подаются измеряемые характеристики, параметры режимов 
работы, а на выходе получаем контрольные характеристики исследуемого объекта, необходимые для 
решения упомянутых практических задач [1–4].  

Для построения упомянутых моделей систем авторами был предложен метод математического 
прототипирования энергетических процессов, в основу которого положены методы механики теории 
электрических и магнитных цепей, электродинамики, современной неравновесной термодинамики 
[5–8]. Предложенный метод представляет собой систему дифференциальных уравнений, численное 
решение которой универсальными (шаговыми) методами трудоемко [9]. Этого недостатка лишены спе-
циальные методы решения [9], основанные на аналитическом задании решений таких систем [9]. Ана-
литическое задание решения должно вбирать в себя особенности динамики, моделируемой решаемой 
системой дифференциальных уравнений [9]. Настоящая работа посвящена специальным методам реше-
ния уравнений динамики процессов, полученных методом математического прототипирования. 

Материалы и методы 

Система уравнений метода математического прототипирования энергетических процессов 
имеет вид [5] 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )x
B ,U ,

ext

d t t d t
t t

dt dt dt
δΔ  

= +  
 

x x
x p ,  (1) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x
A ,U , X ,U ,

t
t t t t

dt
δΔ

= Δ Δx p x p ,  (2) 

( ) ( ) ( )X ,U, ,U, ,U,TΔ =x p B x p x pX , ( ) ( ),U, ,U,F= −∇xX x p x p ,  (3) 

( ) ( ) ( )( ), U ,t t t= rr g x p , ( ) ( ) ( )( ), U ,t t t= zz g x p ,  (4) 

где x  – параметры состояния системы; xΔ  – координаты процессов в системе; ( )x /t dtδΔ  – скорости 
протекания физико-математических процессов (ФХП) в системе; ( ),U,B x p  – топологическая матрица 

системы, определяемая структурой системы и процессами в ней, законами сохранения; ( )( )/
ext

d t dtx  



НАДЕЖНОСТЬ И КАЧЕСТВО СЛОЖНЫХ СИСТЕМ. 2023. № 2 

24 

– внешние потоки в систему (и их случайная составляющая [5]); ( )X ,U,Δ x p  – внутренние возмуще-
ния, движущие процессы в системе; ( ),U,X x p  – частные производные свободной энергии ( ),U,F x p  
по параметрам состояния x ; ( ),U,ΔA x p  – положительно определенная диссипативная матрица (или 
неотрицательно определенная невырожденная матрица в случае наличия инерционностей в системе 
[5, 6]); U – параметры системы, меняющиеся только в результате внешних воздействий на нее; p  – 
индивидуальные параметры системы, меняющиеся от экземпляра к экземпляру системы конкретного 
типа; r, z – измеряемые и контролируемые характеристики системы соответственно. Параметры со-
стояния x  могут быть как координатами состояния – параметрами состояния, приращение которых 
обусловлено только протеканием процессов одного конкретного класса [6–8], так и параметрами со-
стояния, имеющими практический смысл [5].  

Для получения системы уравнений (1)–(3) метода математического прототипирования в чис-
ленном виде необходимо задать функциональные разложения для следующих величин [5–7]: 

– топологической матрицы ( ),U,B x p : 

( ) ( ) ( )( ),U, ,U, , ,U,=B x p B X x p B x p ,  (5) 

( ) ( ) ( )( ) ( ), ,
0 ,

B
1 1 , ,

,U,
, U, , U,

!

i jnN m
j

i
i j i j

h
n= =

 
= +   

 
 ∏

BB
B

B

x p
B x p B h x p B   , ( )dimm = x ,  (6) 

где ( ) ( )( )0
B , U,B h x p  – базовая составляющая независимой составляющей ( ),U,B x p  матрицы ба-

ланса, а функции ( )B ,U,h x p  определяют довесочные составляющие матрицы баланса; 
–  диссипативной матрицы ( ),U,A x p : 

( ) ( ) ( )( ) ( ), ,
0 ,

1 1 , ,

,U,
,U, ,U,

!

i jnN m
j

i
i j i j

h
n= =

 
Δ = Δ + Δ   

 
 ∏

AA
A

A
A

x p
A x p A h x p A ,  (7) 

где положительно определенная (или невырожденная неотрицательно определенная в случае наличия 
в системе инерционности) матрица ( ) ( )( )0 , U,Δ AA h x p  – базовая составляющая диссипативной мат-

рицы, а неотрицательные функции ( ),U,Ah x p  определяют довесочные составляющие диссипативной 
матрицы; 

– свободной энергии ( ),U,F x p  или ее частных производных ( ),U,X x p  по параметрам состо-
яния х: 

( ) ( ) ( )( ) ( ), ,
0 ,

1 1 , ,

,U,
,U, ,U,

!

F i jF
nN m
F j

F i
i j F i j

h
F F F

n= =

 
= +   

 
 ∏

x p
x p h x p  ,  (8) 

( ) ( ) ( )( ) ( ), ,
0 ,

1 1 , ,

,U,
, U, , U,

!

F i jF
nN m
F j

k k F i
i jk F i j

h
X X F

x n= =

 ∂= +   ∂  
 ∏

x p
x p h x p  , 1,k m= ,  (9) 

где ( ) ( )( )0 , U,FF h x p  – базовая составляющая свободной энергии, удовлетворяющая полному диффе-

ренциалу по x  функции ( ) ( )( )0 , U,k FX h x p , 1,k m=  – базовые составляющие частных производных 

свободной энергии, а функции ( ),U,Fh x p  определяют довесочные составляющие свободной энергии.  

В выражениях (6)–(9) постоянные матрицы iB , 1,i N= B , неотрицательно определенные iΔA , 
1,i N= A  и постоянные коэффициенты iF , 1, Fi N= , постоянные для всех объектов систем рассматри-

ваемого бренда, определяются из экспериментальных данных. Нетрудно видеть, что задаваемые в 
виде выражения (9) функциональные разложения частных производных ( ),U,X x p  свободной энер-
гии ( ),U,F x p , вытекающие из выражения (8), гарантированно удовлетворяют условию полного 
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дифференциала, что гарантирует существование функции свободной энергии ( ),U,F x p . В уравнениях 
(1), (5), (6) зашиты законы сохранения [6]. Также задаваемое (7) функциональное разложение диссипа-
тивной матрицы ( ),U,ΔA x p  гарантирует ее положительную определенность (или неотрицательную 
определенность и невырожденность в случае наличия в системе инерционности) [5, 6]. Отсюда из урав-
нений (1)–(3) вытекает удовлетворяемость (1)–(7), (9) второму началу термодинамики [5, 6]. 

Также в функциональные разложения (6), (7), (9) могут быть заложены особенности протекания 
процессов в конкретной системе [5, 7]. Функциональные разложения (6), (7), (9), построенные в 
соответствии с теоремой Вейерштрасса о равномерном приближении функции полиномами [5, 7, 10], 
дают возможность строить в соответствии с (1)–(7), (9) сколь угодно точные функции состояния для 
соответсвующих величин. Таким образом, модели (1)–(7), (9) являются корректными и могут быть 
построены из экспериментальных данных с требуемой точностью [5–7]. 

Для качественного анализа динамики представим координаты состояния ( ), U,
TT T=x x y  в виде 

совокупности не зависимых параметров состояния (не связанных законами сохранения с параметрами 
баланса P ) x  и зависимых параметров состояния y , связанных с x  и P  законами сохранения [5, 6]:  

( ), ,U,=y y x P p .  (10) 

Затем, представив топологическую матрицу ( ),U,B x p  и ( )( )/
ext

d t dtx  в виде 

( ) ( ) ( )( ), U, , , U, , , U,
TT T= x yB x p B x y p B x y p ,  (11) 

( ) ( ) ( )
T

T T

ext ext ext

d t d t d t
dt dt dt

     
=              

x x y ,  (12) 

система уравнений (1) представляется в виде [6] 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )x
, ,U ,

ext

d t t d t
t t t

dt dt dt
δΔ  

= +  
 

x
x x

B x y p ,  (13) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )x
, ,U ,

ext

d t t d t
t t t

dt dt dt
δΔ  

= +  
 

y
y y

B x y p .  (14) 

Учитывая, что в случае отсутствия внешних потоков в систему ее параметры баланса P  неиз-
менны, для внутренних возмущений ( ), ,U,X x P p , сопряженных независимым параметрам состояния 
x , определяемых с учетом уравнения законов сохранения (10) в силу [6]: 

( ) ( )( ), , U, , , , U, , U,F= −∇xX x P p x y x P p p ,  (15) 

имеем с учетом уравнений сохранения и в силу независимости вариаций xδΔ  [6]: 

( )( ) ( ) ( )( ), , , U, , U, , , U, X , , , U, , U,T = ΔxB x y x P p p X x P p x y x P p p .  (16) 

Учитывая, что параметры баланса могут меняться только в результате внешних потоков, имеем [11] 

( ) ( ) ( ) ( ), ,, , U, , , U, , , U, , , U, 0+ =P x x P y yJ x y p B x y p J x y p B x y p , 

где ( ), , ,U,P xJ x y p , ( ), , , U,P yJ x y p  – матрицы Якоби функции параметров баланса ( ), ,U,=P P x y p , 
получаемой из (10); отсюда имеем в силу (10), (13), (14) окончательно для параметров баланса [11] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
, , , ,U , , U ,

ext

d t d t
t t t t t

dt dt
 

= + 
 

P x
P x

J x y x P p p  

+ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
, , , ,U , ,U , .

ext

d t
t t t t t

dt
 
 
 

P y
y

J x y x P p p   (17) 



НАДЕЖНОСТЬ И КАЧЕСТВО СЛОЖНЫХ СИСТЕМ. 2023. № 2 

26 

Введя диссипативную матрицу ( ), ,A x P p , сопряженную независимым параметрам состояния 
x , в виде [6] 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , U, , , , U, , U, A , , , U, , U, , , , U, , U,T= Δx xA x P p B x y x P p p x y x P p p B x y x P p p ,  (18)  

имеем в силу (2), (10), (13), (16) [6,11,12]: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ), ,U , , ,U , , ,U , ,ext

d t
t t t t t t t t t t

dt
= +

x
A x P p X x P p X x P s p ,  (19)  

где ( ), ,U, ,extX x P s p  – внешние силы, определяемые в соответствие с работами [11, 12]: 

( ) ( ) ( )1, ,U, , , ,U,ext
ext

d t
dt

−  
=  

 

x
X x P s p A x P p ;  (20) 

s  – параметры внешних потоков, меняющихся во времени. Приведенные преобразования могут быть 
выполнены как для исходной системы уравнений (1)–(7), (9), так и для упрощенной, получаемой пу-
тем замены в уравнениях (6), (7), (9) базисов [10] с обнулением части постоянных параметров в новом 
базисе [5].  

Композиция функций для диссипативной матрицы ( ), ,U,A x P p  и внешних сил ( ), ,U,extX x P p  
задается в виде 

( ) ( )( ), , U, , , U, , , U, ,=A x P p A x P w x P p p ,  (21) 

( ) ( )( ), , U, , , U,v , , U, , ,ext ext=X x P p X x P x P p s p ,  (22) 

таком, что при любых фиксированных w*  диссипативная матрица ( ), ,U, ,A x P w p*  также положи-

тельно определена (или невырожденна и неотрицательно определена в случае инерционности), а 
также при любых фиксированных v*  и s*  внешние силы ( ), ,U, , ,extX x P v s p* *  потенциальны по x , 

т.е. существует такая скалярная функция ( ), ,U, , ,G x P v s p* * , что 

( ) ( ), ,U, , , , ,U, , ,ext G= −∇xX x P v s p x P v s p* * * * .  (23) 

Введя обобщенную свободную энергию ( ), ,U, , ,F x P v s p * *  [11, 12] в силу: 

( ) ( )( ) ( ), ,U, , , , , ,U, ,U, , ,U, , ,F F G= +x P v s p x y x P p p x P v s p * * * * ,  (24) 

задав области локально постоянных параметров w* , v* , s* , а также параметров баланса P*  и пара-
метров условий протекания процессов U* , имеем согласно выражениям (15), (19) – (24) для каждой 
из таких областей [11, 12]: 

( ) ( )( ) ( )
( )

, , , , , , , , ,
t

d t
t F

dt =
= − ∇x x x

x
A x P U w p x P U v s p* * * * * * * .  (25) 

Из преобразований (10)–(25) видно, что при стягивании областей постоянства параметров w* , 
v* , s* , P* , U*  в точки, т.е. при ( ), , U,→w w x P p* , ( )v , ,U,→v x P p* , →s s* , →P P* , →U U*  си-
стема уравнений (17), (25) эквивалентна системе уравнений (1) – (3) [11]. 

Из уравнения (25) видно, что динамика системы обусловливается стремлением системы в ста-
ционарное состояние, которое из-за перехода в другую область постоянства параметров w* , v* , s* , 
P* , U*  изменяется [11, 12]. Отсюда аналитическое выражение решения (приближенного) задается в 
виде [13] 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0
0

1
, , , , , , , ,

N

i i i i
i

t t
=

= ϕ θ − Δθ +
x

x x α α w q γ w q γ γ x q γ * * * * * * ,  (26) 

где постоянные параметры γ , ( )0
ix , 1,i N= x  определяются из выражения (25); кусочно постоянные 

параметры ( ), , , ,=q q α v s P U* * * * * *  характеризуют локальную область постоянства параметров w* , 

v* , s* , P* , U* ; ( ),x q γ* *  характеризует стационарное состояние, соответствующее области постоян-

ства параметров w* , v* , s* , P* , U* ; функция ( )0 ,tα α  определяется согласно [13]: 

( ) ( )( )0 , ,i it t t= +α α α α  , ( )1,i it t t +∈ , ( )( )1 1 1,i i i i it t+ + += +α α α  , 1,i = ∞ ,  (27) 

функция ( )0 ,tα α , для которой ( ) ( )dim dim=α x , обладает свойством группы [13, 14] и имеет предел [13]: 

( )0 0,0 ≡α α α , ( )( ) ( )0 0, , ,t tτ ≡ + τα α α α α , ( ) ( )0 0lim ,
t

t
→+∞

∃ =α α α α* ,  (28)  

который может быть как конечным, так и бесконечным; каждая функция ( ), , ,iθ α w q γ * * , 1,i N= x  и 

( ),iϕ θ γ , 1,i N= x  имеет предел [13]: 

( ) ( )lim , , , ,ˆ , ,i i→
∃ θ = θ
α α

α w q γ α w q γ



*

* * * * * , 1,i N= x ,  (29) 

( ) ( )ˆ
ˆlim , ,ˆ

i iθ→θ
∃ ϕ θ = ϕ θ ≠ ∞γ γ , 1,i N= x .  (30) 

Пределы ( )ˆ , , ,iθ α w q γ* * * , 1,i N= x  могут быть как конечными, так и бесконечными [13]. Более 
того, на выражение (26) накладываются дополнительные ограничения в виде взаимной однозначно-
сти между ( )0x  и α . Отсюда выражение (26) относительно t  также является группой, а значит, является 
общим решением автономной системы обыкновенных дифференциальных уравнений [14].  
Из выражений (27)–(30) вытекает при фиксированных w* , q*  асимптотическая устойчивость ( ) ( )0 tx   
в силу (26) при t → +∞  [13]. Отсюда вытекает существование функции Ляпунова второго рода [6, 15], 
которой является обобщенная свободная энергия ( ), , , , ,F x P U v s p * * * *  [6, 13]. А значит, существует по-

ложительно определенная диссипативная матрица ( ), , , ,A x P U w p* * * , удовлетворяющая (25) [6]. От-
сюда вытекает существование такого дифференциального уравнения (25), общим решением которого 
является выражение (26) [13]. 

Разбив независимые параметры состояния x  на блоки, перепишем уравнение (25) в блочном 
виде и, используя коэффициенты эквивалентности внутренних возмущений [6], введя перекрестные 
возмущения [6], получим для каждого блока уравнения, аналогичные уравнению (19) [6]. Затем, ис-
пользуя преобразования, аналогичные (19)–(25), получим для каждого i -го блока ( )x i  независимых 
координат состояния x  уравнения, аналогичные уравнению (25). Таким образом, для каждого i -го 
блока ( )x i  аналитическое приближение решения аналогично уравнению (26): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0,
, , 0

1
, , , , , ,

N
j j j j j

i i j i j
i

t t t
=

= ϕ θ +
x

x x α α w q γ γ x q γ   * * ** ,  (31)  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )( ), , , 1,
, , , , , , , , ,

mj j j k j
i j i j i j k k j= ≠
θ = θ − Δθα w q γ α w q γ α w q γ

   * * ** * * ,  (32) 

( ) ( )  ( ) ( ) ( )( ){ } ( )
0

1,
, ,

mjj k k j

k k j
t t

= ≠

 =  
 

q q α α q


 ** * , 1,j m=  , 1,i N= x ,  (33)  

где функции ( ) ( )( ), , , ,j j
i jθ α w q γ ** , ( ){ } ( )( ), 1,

, , ,
mk j

i j k k j= ≠
Δθ α w q γ


 ** , ( ), ,i jϕ θ γ , 1,i N= x ,  ( ) ( ){ }( 1,

,
mj k

k k j= ≠
q α


*

 

( ) )jq* , 1,j m=   имеют пределы 
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( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,
ˆlim , , , , , ,

j j

j j j j
i j i j

→
∃ θ = θ
α α

α w q γ α w q γ



*

* * ** * , 1,j m=  , 1,i N= x ,  (34) 

( ){ } ( ) ( ){ } ( )
1, 1,, ,

ˆlim , , , , , ,
m mk j k j
k ki j i j
k j k j
= =

→
≠ ≠

   
∃ θ = θ      

   α α
α w q γ α w q γ

 




*

* * ** * , 1,j m=  , 1,i N= x ,  (35) 

 ( ) ( ){ } ( )( )  ( ) ( ){ } ( )( )1, 1,
lim , ,

m mjj k j k j

k k j k k j= ≠ = ≠→
∃ =
α α

q α q q α q
 




*

** * * * , 1,j m=  ,   (36) 

( ) ( ), ,ˆ
li ˆm ˆ, ,i j i jθ→θ
∃ ϕ θ = ϕ θ ≠ ∞γ γ , 1,j m=  , 1,i N= x ,  (37) 

постоянные параметры γ , ( )0, j
ix , 1,j m=  , 1,i N= x  определяются из уравнения (25); кусочно-постоян-

ные параметры ( ) ( ) ( ), , , ,j j=q q α v s P U* * * * * * , 1,j m=   характеризуют локальную область постоянства 

параметров w* , v* , s* , P* , U* . Отсюда в силу (34)–(37) аналитическое решение ( ) ( )0, j tx , 1, ,j m=   

даваемое (31)–(33), при фиксированных w* , ( )jq* , 1,j m=   асимптотически устойчиво. Значит, в силу 
приведенных выше рассуждений существует такая система (25), общим решением которой является 
аналитическое выражение (31)–(33). Более того, аналитическое выражение (31)–(33), как нетрудно 
видеть, вбирает в себя особенности динамики, обусловленные перекрестными эффектами. 

Стягивая области постоянства параметров w* , v* , s* , P* , U*  и соответственно q* , ( )jq* , 
1,j m=   в точки, исходя из (10), (17), исходя из (31) – (33) (или из (26), (27), эквивалентных (31) – (33)) 

имеем [13]: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 , ,t t= + Δx h x a h q a* , ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0,

1

mk

k
t t

=
=x x


,  (38) 

где постоянные параметры a  и γ , ( )0, j
ix , 1,j m=  , 1,i N= x  определяются из (1)–(3) путем приравнива-

ния к нулю в дискретные моменты времени lt , 1, tl N=  имеющих смысл флуктуаций невязок ( ) ( )0 to , 
определяемых из (1) и (2) [13]: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )0 0
0 0B ,U ,

ext

d t t d t
t t t

dt dt dt
δΔ  

= − +  
 

x x x
o x p , ( ) ( )0 0lt =o , 1, tl N= ,  (39)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 0A ,U , X ,U ,
t

t t t t
dt

δΔ
= Δ Δ

x
x p x p ,  (40) 

где tN  – число дискретных моментов времени. Постоянные параметры a , γ , ( )0, j
ix , 1,j m=  , 1,i N= x ,  

а также постоянные величины в (6), (7), (9) определяются из экспериментальных данных ( ) ( )tr Э , ис-
пользуя соотношения (3), (5)–(7), (9), (31)–(33), (38)–(41), а также соотношения, вытекающие из (4) [13]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , U ,t t t tΔ = − rr r g x pЭ , ( ) 0ltΔ =r , 1, tl N= ,  (41) 

где ( )tΔr  – погрешность модели. Определив упомянутые выше параметры, определим контролируе-
мые характеристики системы, используя (4) [13]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 , U ,t t t= zz g x p .  (42) 

Соотношения (3), (5)–(7), (9), (31)–(33), (38)–(42) дают возможность, оценив чувствительность 
невязок к постоянным величинам iB , 1,i N= B , iΔA , 1,i N= A , iF , 1, Fi N= , упрощать модель выше-
описанным способом путем замены базиса функциональных разложений (6), (7), (9).  

Более того, имея из экспериментальных данных лишь некоторые области изменения наблюдае-
мых параметров, мы из уравнений (3), (5)–(7), (9), (31)–(33), (38)–(41) оцениваем диапазоны изменения 
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постоянных параметров (в том числе и диссипативной матрицы), входящих в уравнения (6), (7), (9),  
а значит, можем оценить область в фазовом пространстве, в котором находится динамика решения [12]. 

Результаты 

Аналитическое задание приближения решения уравнений метода математического прототипи-
рования, вбирающее в себя особенности протекания физических и химических процессов в конкрет-
ной системе, дает возможность задать класс адекватных моделей требуемой точности. Такой класс 
задается в виде соотношений (3), (5)–(7), (9), (31)–(33), (38)–(42). В предложенном классе моделей 
систем различной физической и химической природы модель строится с наименьшими вычислитель-
ными затратами. 

Обсуждение 

Предложенный в настоящей работе класс моделей систем различной физической и химической 
природы может быть положен в основу архитектур нейронных сетей для диагностики и прогнозиро-
вания технического состояния, для проектирования компонентов авиационного оборудования. Такие 
модели могут быть как непрерывными, так и дискретными, как детерминированными, так и стохасти-
ческими. 

Заключение 

Задание аналитического приближения решения дает возможность строить модели систем различ-
ной физической и химической природы, которые могут быть положены в основу математического ядра 
систем автоматизированного проектирования компонентов авиационного оборудования, а также систем 
диагностики и прогнозирования технического состояния компонентов авиационного оборудования. 
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