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Аннотация. Актуальность и цели. При выборе математической модели надежности невосстанавливае-

мых технических объектов заранее надо знать условия, при которых средний ресурс конечен и когда бесконе-
чен. Поэтому актуальная задача – найти признаки сходимости и расходимости интегралов ресурса. Материалы 
и методы. В настоящей работе, оценивая средний ресурс через функцию интенсивности отказов невосстанав-
ливаемых технических объектов, найдены достаточные условия сходимости и расходимости интегралов ре-
сурса. Результаты. На основе найденных признаков сходимости и расходимости интегралов ресурса невосста-
навливаемых технических объектов определены условия ограниченности и неограниченности значений 
среднего ресурса. Выводы. Доказаны достаточные условия сходимости и расходимости интегралов ресурса 
невосстанавливаемых технических объектов. Приведены примеры использования полученных результатов. 
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Abstract. Background. When choosing a mathematical model of reliability of non-recoverable items, it is nec-

essary to know in advance the conditions under which the mean operating life is finite and when it is infinite. Therefore, 
the actual problem is to find signs of convergence and divergence of operating life integrals. Materials and methods.  
In this paper, estimating the mean operating life through a function of the failure rate of non-recoverable items, sufficient 
conditions for convergence and divergence of operating life integrals are found. Results. On the basis of the found signs 
of convergence and divergence of integrals of the operating life of non-recoverable items, the conditions of limitation 
and unlimited values of the mean operating life are determined. Conclusions. Sufficient conditions for convergence  
and divergence of integrals of the operating life of non-recoverable items are proved. Examples of the use of the obtained 
results are given. 
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Введение 

Пусть ζ  – наработка до отказа невосстанавливаемого объекта. Под средним ресурсом объекта 
будем понимать величину  

( ),r E= ζ  

где ( )E ζ  – математическое ожидание величины ζ  [1].  
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mons Attribution 4.0 License. 



НАДЕЖНОСТЬ И КАЧЕСТВО СЛОЖНЫХ СИСТЕМ. 2024. № 1 

32 

Доказана следующая формула расчета среднего ресурса объекта [2–4]: 

 ( )
0

,r P t dt
∞

=   (1) 

где правая часть – интеграл ресурса; ( )P t  – вероятность безотказной работы объекта в течение вре-
мени t . 

Интеграл ресурса не всегда сходится. Например, для распределения наработок до отказа по за-
кону Парето [5, 6]: 

( ) ,P t
t

β=
β+

 

где 0β >  – постоянная, интеграл ресурса расходится, следовательно, средний ресурс у такого объекта 
бесконечен, т.е. r = ∞ . 

Тогда возникает задача: найти условия, при которых интеграл ресурса сходится, и условия,  
при которых он расходится. 

Решению этой задачи и посвящается настоящая работа. 
Под интенсивностью отказа объекта в момент времени t  понимается следующее соотношение 

[7, 8]: 

( ) ( )
0

lim ,r

t

P t t t t
t

tΔ →

 < ζ < + Δ ζ > λ =
Δ

 

где [ ]rP ⋅  – вероятность события ( )t t t< ζ < +Δ  при условии tζ > . 
Доказано, что справедлива следующая формула [9–11]: 

 ( ) ( )
0

exp .
t

P t u du
 

= − λ 
 
  (2) 

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 1. Пусть функция интенсивности отказов невосстанавливаемого объекта удовлетво-

ряет условию 

 ( )lim ,
t

t
→∞
λ = Λ  (3) 

где 0 < Λ < ∞ . Тогда интеграл ресурса невосстанавливаемого объекта сходится. 
Доказательство. Из определения предела и условия (3) следует, что для всякого 0ε >  суще-

ствует такое ( )T T= ε , что при 

 t T>  (4) 

выполняется соотношение 

( ) .tΛ−ε < λ < Λ+ ε  

Выберем ε < Λ  и воспользуемся далее левой оценкой двойного неравенства  

 ( )tλ > λ −ε  (5) 

в формуле (2). Тогда при условии (4) имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

exp exp exp ,
T t t

T T

P t u du u du A T u du
     

= − λ ⋅ − λ = − λ     
    

    (6) 

где ( ) ( )
0

exp
T

A T u du
 

= − λ 
 
  – постоянная. 
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Так как согласно неравенству (5) 

( ) ( )exp exp ,
t t

T T

u du du
   
− λ < − Λ−ε   
   
   

то 

( ) ( )( )exp exp .
t

T

u du t T
 

 − λ < − Λ−ε −   
 
  

Учитывая это в уравнении (6), получим  

 ( ) ( ) ( )( )exp .P t A T t T < − Λ − ε −   (7) 

Далее, используя формулу (1), имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
T

T T

P t dt P t dt B T P t dt
∞ ∞

+ = +    (8) 

где ( ) ( )
0

T

B T P t dt=   – постоянная.  

Учитывая неравенство (7) в соотношении (8), получим 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

exp .
T

P t dt B T A T t T dt
∞ ∞

 < + − Λ − ε −    (9) 

Делая следующую замену переменных в правом интеграле 

,t T u− =  

получим 

( )( ) ( )
0

1exp exp .
T

t T dt u du
∞ ∞

   − Λ − ε − = − Λ − ε =    Λ − ε   

Учитывая это в оценке (9), находим 

( ) ( ) ( )
0

,
A T

P t dt B T
∞

< +
Λ − ε  

что доказывает сходимость интеграла ресурса. 
Пример 1. Пусть функция интенсивности отказов объекта равна 

( ) 1 ,
1

t a
t

λ = +
+

 

где 0 a< < ∞  – постоянная. Так как  

( )lim ,
t

t a
→∞
λ =  

то согласно теореме 1 интеграл (1) сходится. Другими словами, интеграл ресурса конечен. 
Покажем этот вывод другим способом: так как 

( ) ( )
0 0 0

exp exp exp ,
1

t t t duP t u du adu
u

     
= − λ = − −     +     

    

то  

( ) .
1

at
ateP t e

t

−
−= <

+
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Следовательно, 

( )
0 0

1 ,atr P t dt e dt
a

∞ ∞
−= < =   

что доказывает сходимость интеграла (1). 
Теорема 2. Пусть функция интенсивности отказов невосстанавливаемого объекта удовлетво-

ряет условию  

 ( )lim .
t

t
→∞
λ = ∞  (10) 

Тогда интеграл ресурса невосстанавливаемого объекта сходится. 
Доказательство. Из определения предела и условия (10) следует, что для всякого 0T >  суще-

ствует такое 0E > , что 

 ( )t Eλ >  (11) 

при  

 .t T>   (12) 

Тогда согласно формулам (2) и (12) имеем 

( ) ( ) ( )
0

exp exp .
T t

T

P t u du u du
   

= − λ − λ   
  

   

Учитывая оценку (11) во втором интеграле, получим 

( ) ( ) ( )exp ,P t A T E t T < − −   

где ( )A T  – постоянная. 
Следовательно, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

exp ,
T

T T

r P t dt P t dt B T A T E t T dt
∞ ∞

 = + < + − −     (13) 

где ( ) ( )
0

T

B T P t dt=   – постоянная. 

Так как  

( ) ( )
0

1exp exp ,
T

E t T dt Eu du
E

∞ ∞

 − − = − =    

то учитывая это в соотношении (13), находим 

( ) ( ) ,A T
r B T

E
< +  

что доказывает теорему 2. 
Пример 2. Пусть функция интенсивности отказов невосстанавливаемого объекта равна 

( ) .t tλ =  

Так как  

( )lim ,
t

t
→∞
λ = ∞  

то согласно теореме 2 интеграл ресурса сходится. 



RELIABILITY AND QUALITY OF COMPLEX SYSTEMS. 2024;(1) 

35 

Покажем это утверждение другим способом: так как  

( )
2

0 0

,
2

t t tu du uduλ = =   

то, пользуясь формулой Лапласа [12] 
2

2

0

1 0,5,
2

t

e dt
∞

−
=

π   

находим 
2

2

0

2 ,
2

t

r e dt
∞

− π= =  

что доказывает сходимость интеграла (1). 
Теорема 3. Пусть функция интенсивности отказов невосстанавливаемого объекта удовлетво-

ряет условию  

 ( )lim 0.
t

t
→∞
λ =  (14) 

Тогда интеграл ресурса невосстанавливаемого объекта расходится. 
Доказательство. Из определения предела и условия (14) следует, что для всякого 0ε > суще-

ствует такое ( )T T= ε , что при  

 t T>  (15) 

выполняется соотношение  

 ( ) .t−ε < λ < ε  (16) 

Воспользуемся правой частью оценки данного неравенства (16) и условием (15) в формуле (2). 
Тогда имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

exp exp exp ,
T t

T

P t u du u du A T t T
   

 = − λ − λ > −ε −     
  

   (17) 

где ( ) ( )
0

exp
T

A T u du
 

= − λ 
 
  – постоянная. 

Далее, используя формулу (1) и оценку (17), получим  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

exp ,
T

T T

r P t dt P t dt B T A T t T dt
∞ ∞

 = + > + −ε −     (18) 

где ( ) ( )
0

T

B T P t dt=   – постоянная. 

Так как при t T u− =  

( ) [ ]
0

1exp exp ,
T

t T dt u du
∞ ∞

 −ε − = −ε =  ε   

то, учитывая это в уравнении (18), находим 

( ) ( ) ( )
0

.
A T

P t dt B T
∞

> +
ε  
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Поскольку левая часть не зависит от ε , то, устремив ε  к нулю, получим 

( )
0

.P t dt
∞

≥ ∞  

Откуда следует, что интеграл ресурса расходится, что и доказывает теорему 3. 
Пример 3. Пусть вероятность безотказной работы невосстанавливаемого объекта в течение вре-

мени t  равна 

( ) 1 .
1

P t
t

=
+

 

Тогда, используя формулу расчета функции интенсивности отказов, найдем [13–15] 

( ) ( )
( )

1 .
1

P t
t

P t t
′

λ = − =
+

 

Так как  

( )lim 0,
t

t
→∞
λ =  

то, согласно теореме 3, интеграл ресурса расходится. 
Обсуждение. В работе найдены достаточные условия сходимости и расходимости интеграла 

ресурса невосстанавливаемых технических объектов. Найденные условия определяются на основе 
асимптотических значений интенсивности отказов. Использование этих условий в практических за-
дачах позволяет найти наиболее адекватную математическую модель надежности при любом законе 
распределения ресурса невосстанавливаемых объектов [16]. 

Заключение 

В настоящей работе найдены признаки сходимости и расходимости интегралов ресурса невос-
станавливаемых технических объектов. Найденные признаки определяются на основе асимптотиче-
ских значений интенсивности отказов. 

Приведены примеры использования найденных признаков. 
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