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Аннотация. Актуальность и цели. Группа роботов 
является сложным объектом управления с динами-
ческими фазовыми ограничениями. На сегодняшний 
день для таких объектов не существует эффектив-
ных алгоритмов решения задачи оптимального 
управления в исходной постановке, когда управле-
ние необходимо найти в форме функции времени в 
бесконечномерном пространстве. Основная пробле-
ма здесь состоит в том, что после редукции задачи 
оптимального управления к задаче конечномерной 
оптимизации мы получаем целевую функцию, кото-
рая в пространстве параметров не обладает свой-
ствами выпуклости и унимодальности. Материалы 
и методы. В работе представлен новый подход к 
решению задачи оптимального управления – опти-
мальное синтезированное управление. Первоначаль-
но обеспечиваем стабилизацию объекта относитель-
но некоторой точки пространства состояний, решая 
задачу синтеза системы управления. Затем находим 
такую последовательность точек стабилизации в 
пространстве состояний, что, переключая точки ста-
билизации в фиксированные моменты времени, 
обеспечиваем движение объекта из начального со-
стояния в терминальное с оптимальным значением 
критерия качества. Результаты. Показана реализа-
ция предложенного метода для решения задачи оп-
тимального управления группой роботов в условиях 
фазовых ограничений. Приведено сравнение пред-
ложенного подхода с известными методами конеч-
номерной оптимизации. Выводы. Показано, что гра-
диентные классические методы не находят 
приемлемого решения. Эволюционные алгоритмы 
находят решения во всех рассматриваемых случаях 
существенно лучше, чем классические градиентные 
методы и алгоритм случайного поиска. Метод син-
тезированного оптимального управления позволяет 
находить с помощью тех же эволюционных алго-
ритмов существенно лучшие результаты, чем мето-
ды редукции при меньшем количестве вычислений 
целевого функционала. 

Abstract. Background. A group of robots is a complex 
control object with dynamic phase constraints. To date, 
for such objects there are no effective algorithms for 
solving the problem of optimal control in the initial for-
mulation, when control must be found in the form of a 
function of time in infinite-dimensional space. The main 
problem here is that after the reduction of the optimal 
control problem to the problem of finite-dimensional op-
timization, we obtain the objective function, which in 
the parameter space does not have properties of convexi-
ty and unimodality. Matherials and methods. The paper 
presents a new approach to solving the problem of opti-
mal control – optimal synthesized control. Initially, we 
provide stabilization of the object with respect to a cer-
tain point in the state space, solving the problem of con-
trol system synthesis. Then we find such a sequence of 
stabilization points in the state space that, switching the 
stabilization points at fixed instants of time, we ensure 
the movement of the object from the initial state to the 
terminal state with the optimal value of the quality crite-
rion. Results. The implementation of the proposed 
method for solving the problem of optimal control by a 
group of robots with phase constraints is shown. A 
comparison of the proposed approach with known 
methods of finite-dimensional optimization is presented. 
Conclusions. It is shown that the gradient classical 
methods do not find an acceptable solution. Evolution-
ary algorithms find solutions in all considered cases 
much better than classical gradient methods and random 
search algorithm. The method of synthesized optimal 
control makes it possible to find, with the help of the 
same evolutionary algorithms, essentially better results 
than the reduction methods with fewer calculations of 
the target functional. 
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Введение 
Поиск оптимальной траектории и обеспечение устойчивого движения объектов по ней являет-

ся приоритетной задачей при управлении группой роботов. Для обеспечения надежности системы 
инженеры-практики интуитивно решают данную задачу в два этапа: находят оптимальную траекто-
рию и обеспечивают устойчивость объекта в определенных точках оптимальной траектории, опре-
деляя качество системы по размеру ошибки отклонения от оптимальной траектории. В настоящей 
работе мы предлагаем новый формализованный подход к решению задачи оптимального управле-
ния, названный методом синтезированного оптимального управления. Метод является близким по 
своей идее к инженерному, но математически формализован и основан на применении современных 
численных методов символьной регрессии и эволюционных алгоритмов. Способ состоит в том, что 
мы вместо редукции задачи оптимального управления к задаче конечномерной оптимизации пере-
формулируем задачу оптимального управления в задачу синтезированного оптимального управле-
ния. Первоначально мы решаем задачу синтеза управления и находим такую функцию управления, 
зависящую от вектора координат пространства состояний, чтобы любая заданная точка в некоторой 
области пространства состояний являлась точкой устойчивого равновесия. Найденная синтезиро-
ванная функция управления должна зависеть от разности между координатами точки равновесия и 
текущими координатами объекта управления. Далее мы находим координаты точек равновесия как 
искомые параметры. При поиске мы подаем точки равновесия в синтезированную функцию управ-
ления через заданные интервалы времени, чтобы обеспечить движение объекта управления в терми-
нальное состояние с оптимальным значением критерия качества.  

Такой на первый взгляд сложный подход к решению задачи оптимального управления через 
решение задачи синтеза управления оказывается дает в большинстве, а точнее сказать, во всех ис-
следованных нами случаях лучшие результаты, чем редукция к задаче конечномерной оптимизации, 
обеспечивая надежность выполнения поставленных целей. Для решения задачи синтеза управления 
мы используем методы символьной регрессии, которые с помощью эволюционного алгоритма нахо-
дят код математического выражения функции управления в форме композиции элементарных 
функций. При решении задачи синтеза управления мы используем отличный от задачи оптимально-
го управления функционал. 

Мы применяем метод синтезированного оптимального управления для решения задачи опти-
мального управления группой роботов с фазовыми ограничениями. Для сравнения мы решаем эту 
же задачу методом ее редукции к задаче конечномерной оптимизации. При поиске решений обеих 
задач мы используем различные эволюционные и градиентные алгоритмы. 

Постановка задачи 
Рассмотрим задачу оптимального управления группой роботов с фазовыми ограничениями. 

Математическая модель каждого робота описывается системой из 3n =  уравнений [1] 

1 ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 3 ( 1)0,5( ) cos( )j n j m j m j nx u u x+ − + − + − + −= + , 

2 ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 3 ( 1)0,5( ) sin( )j n j m j m j nx u u x+ − + − + − + −= + , (1) 

3 ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1)0,5( )j n j m j mx u u+ − + − + −= − , 

где n – размерность модели одного объекта, 3n = , m – размерность вектора управления для одного 
робота, 2m = , 1 3 ( 1)[ , , ]T

N nx x + −=x   – вектор состояния всей группы роботов, 1 2 ( 1)[ , , ]T
N mu u + −=u   – 

вектор управления группы роботов, 1, ,j N=  , N  – количество роботов в группе. 
Управление каждым роботом имеет одинаковые ограничения 

( 1)i i j m iu u u− +
+ −≤ ≤ , 1,i m= , 1,j N= . (2) 
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Задано начальное положение каждого робота  
0

( 1) ( 1)(0)i j n i j nx x+ − + −= , 1,i m= , 1,j N= . (3) 

Заданы статические фазовые ограничения  
2 * 2 * 2

1 1 ( 1) 2 2 ( 1)( ) ( ) ( ) 0j n j nr x x x x+ − + −β = − − − − ≤x , 1,j N= , (4) 

где r  – заданная положительная величина, * *
1 2,x x  – координаты центра статических фазовых огра-

ничений. 
Заданы динамические фазовые ограничения, которые учитывают возможность столкновения 

любой пары роботов между собой 
2 2 2

0 1 ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 1 ( 1)( ( )) ( ) ( ) 0k j n i n j n i nt r x x x x+ − + − + − + −δ = − − − − ≤x ,  (5) 

где 
( 1)( 0,5 )k i j j N j= − + − − , (6) 

1, 1j N= − , 1, ,i j N= +  , 0r  – заданная положительная величина, определяющая габаритный раз-
мер одного робота. 

Максимальное число проверок динамических фазовых ограничений равно числу сочетаний по 
2 из .N  Из соотношения (6) данное число получаем при 1j N= −  и i N= : 

1 ( 1 1)( 0,5( 1)) 1 ( 2)(0,5 0,5)k N N N N N N N= − + + − − − − = + − + =  
= 2 21 0,5( 2) 0,5( ) 0,5 ( 1)N N N N N N+ − − = − = − . 

Заданы терминальные состояния для каждого робота  

( 1) ( 1)
f

i j n i j nx x+ − + −= , 1, ,i n=  , 1,j N= . (7) 

Задан критерий качества управления 

minfJ t= → , (8) 

где ft  – время процесса управления 

( 1) 2,   если    и  max{|| ( ) || : 1, } ,
 иначе,

i j n
f

t t t x t j Nt
t

+
+ −

+

 < Δ = < ε= 
−

 (9) 

2
( 1) 2 ( 1) ( 1)

1
|| ( ) || ( ( ) )

n
f

i j n i j n i j n
i

x t x t x+ − + − + −
=

Δ = − , 

t +  – максимально возможное время управления; ε  – малая положительная величина. 
Включим фазовые ограничения в критерий качества управления, используя функцию Хэви-

сайда, как в (24) 

1

1 1 10 0

( ( ( ))) ( ( ( ))) min,
f ft tN N N

f k
j i j i

J t t dt t dt
−

= = = +

= + ϑ β + ϑ δ →   x x  (10) 

где ( ( ))tβ x  и ( ( ))k tδ x  определяются по формулам (4) и (5) соответственно. 

Метод синтезированного оптимального управления 
Решим теперь задачу (1)–(10) методом синтезированного оптимального управления. Первона-

чально для одного робота решим задачу синтеза управления.  
Конкретная постановка задачи синтеза управления имеет следующее описание. Задана мате-

матическая модель объекта управления 
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1 1 2 30,5( )cos( )x u u x= + , 2 1 2 30,5( )sin( )x u u x= + , 3 1 20,5( )x u u= − . (11) 

Заданы ограничения на управление 

10 10iu u u− +− = ≤ ≤ = , 1,2i = . (12) 

Заданы терминальные условия 

0f
ix = , 1,2,3i = . (13) 

Задано множество начальных условий 
0,1 0,2

0X ( [ 5 5 / 2] , [ 5 5 / 2] ,T T= = − − −π = − − πx x   
0,3 0,4 0,5[ 5 5 / 2] , [ 5 5 / 2] , [5 5 / 2] ,T T T= − −π = − π = − −πx x x  

0,6 0,7 0,8[5 5 / 2] , [5 5 / 2] , [5 5 / 2] )T T T= − π = −π = πx x x . (14) 

Задан функционал качества  

0, 0,

1
( ) || ( , ) || min

K
i f i

s f f
i

J t t
=

= + − → x x s x , (15) 

где  

n
2

j 1
,   если    и  ( ) ,

   иначе,

f
j j

f

t t t x x
t

t

+

=

+


< − < ε= 

 −

  (16) 

8K = , 2t + =  с. 
Необходимо найти управление в форме  

( )f= −u h x x . (17) 

Для решения задачи используем метод сетевого оператора [3–7]. 
Устанавливаем множество аргументов 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 5 2 6 3( , , , , , )f f fA a x x a x x a x x a q a q a q= = − = − = − = = = , (18) 

где 1q , 2q , 3q  – искомые параметры. 
Множество функций с одним аргументом 

1 1F ( ( )z z= ρ = , 2
2 ( )z zρ = , 3( )z zρ = − , 4 ( ) sgn( ) | |z z zρ = , 5 ( ) 1 /z zρ = , 6 ( ) exp( )z zρ = , 7 ( ) ln(| |)z zρ = ,  

8
1 exp( )( )
1 exp( )

zz
z

− −ρ =
+ −

, 9

1,   если  0,
( ) ( )

0    иначе,
z

z z
≥

ρ = ϑ =  −
 10 ( ) sgn( )z zρ = , 11( ) cos( )z zρ = , 12 ( ) sin( )z zρ = ,  

13 ( ) arctan( )z zρ = , 3
14 ( )z zρ = , 3

15 ( )z zρ = , 16

,   если  | | 1,  
( ) ( )

sgn( )    иначе,
z z

z z
z

<
ρ = μ =  −

 17 ( ) sgn( )ln(| | 1)z z zρ = + , 

18 ( ) sgn( )(exp(| |) 1)z z zρ = − , 19 ( ) sgn( )exp( | |)z z zρ = − , 3
20 ( )z z zρ = − ). (19) 

Множество функций с двумя аргументами содержит только две функции – сложения и умно-
жения: 

2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2F ( ( , ) , ( , ) )z z z z z z z z= χ = + χ = . (20) 

В качестве базисного решения используем следующую функцию управления: 

,  если  ,
,   если  ,
    иначе,

i

i i

i

u u u
u u u u

u

+ +

− −

 ≥
= ≤
 − 

 (21) 
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где  

1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )f f f
iu q x x q x x q x x= − + − + − , 1,2i = 1jq = , 1,2,3j = . (22) 

При поиске решения использовали следующие параметры генетического алгоритма: размер 
начальной популяции 512, число поколений 128, число возможных скрещиваний в одном поколении 
128, вероятность мутации 0,7, количество вариаций в одном решении 8, количество бит для одного 
параметра 16, количество бит под целую часть параметра 4, количество поколений между сменой 
базисного решения 65, размерность матрицы сетевого оператора 24 24× . 

В результате были получены следующие функции управления: 
1 3

1 3 3 3 3 3 3 3 3sgn( ( )) exp( | ( ) |) sgn( ) ( )f f fu A A q x x q x x x x B−= + + − − − + − + μ , (23) 
3

2 1 1sin( ) arctan( ) ( )u u u H B C C= + + + μ + −   , (24) 

где 

( )3
3

1 1 3 3 3
1 exp( ) sin( ( ))
1 exp( )

f fDA B x x C q x x
D

− −= + + − + + −
+ −

, 

1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 1 1
1 exp( )sgn(sgn( ) ( ))exp( | sgn( ) ( ) |) sin( )
1 exp( )

f f f f f fGB G x x q x x x x q x x x x x x
G

− −= + − − − − − + − + + −
+ −

, 

1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1sgn(sgn( ) ( ))exp( | sgn( ) ( ) |) sin( )f f f f fC G x x q x x x x q x x x x= + − − − − − + − , 
3

1 1 1 1 3 3sgn( ( )) arctan( ) ( )f fD H С С q x x q x x= + − + − + + ϑ − , 

1 1 1
1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1

1 exp( ( ))sgn( ) ( ) ( )
1 exp( ( ))

f
f f f

f

q x xG x x q x x q x x
q x x

− − −= − − + − +
+ − −

,  

1 14,72876q = , 2 2,02710q = , 3 4,02222q = . 

В форме сетевого оператора запись управления выглядит значительно компактнее и, что важ-
нее, более удобно для вычислений 

0 0 0 0 0 0 1 10 0 0 12 1 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 10 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 8 0 0 0 4 13 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

=Ψ

0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 19 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 8 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 4 20 1 0 0 0 0 0 0 20
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 10 10 0 0 0 0 20 0 16 0 16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 15 0 14 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 13
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 8 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 15 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 12
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Теперь решим задачу оптимального управления (1)–(10). Для этой цели находим значения 
терминальных точек как параметров функции управления: 

,1 ,1 , ,
1 1 ( 1) 1 1[ ]f f f K f K T

nN nN K nN KnN nNq x q x q x q x− += = = = =q    ,  (25) 

где K  – количество временных интервалов, N  – количество роботов, n – размерность математиче-
ской модели одного робота. 

В рассматриваемом примере 4N = , 3n = . Выбираем величину интервала 0,7tΔ = , при мак-
симально допустимом времени управления 2,8t + = , получаем 4K = . В результате необходимо 
найти оптимальный по критерию (10) вектор параметров из 36 компонент. 

Ограничения на значения параметров устанавливаем из возможных значений вектора состо-
яний: 

1 11i i iq q q− += − ≤ ≤ = , 1, 2, 4, 5, 7, 8,10,11i = , (26) 

 1,57 1,57i i iq q q− += − ≤ ≤ = , 3, 6, 9,12i = . (27) 

Для решения рассматриваемой задачи оптимального управления использовали несколько 
наиболее популярных эволюционных и классических градиентных алгоритмов: метод роя частиц, 
простой случайный поиск, генетический алгоритм, метод наискорейшего градиентного спуска и со-
временный градиентный алгоритм Adam, который сейчас широко и успешно используется для глу-
бокого обучения искусственных нейронных сетей. С подробным описанием алгоритмов можно 
ознакомиться в работах [8–9]. Выполняли по 10 запусков каждым алгоритмом. С учетом более 
сложной реализации процесса управления устанавливали такие параметры алгоритмов, чтобы зна-
чение целевой функции при каждом запуске выполнялось приблизительно одинаковое число раз, 
около 65000. 

Алгоритмы оцениваем по трем показателям: наилучшему найденному значению, среднему 
значению и среднеквадратичному отклонению. Результаты вычислительного эксперимента приве-
дены в табл. 1. 

Таблица 1 

Результаты вычислительного эксперимента для синтезированного оптимального управления 

Алгоритм Лучшее Среднее СКО Кол. выч. ф. 
PSO 2,9684 3,205870 0,250229 65601,1 
RS 6,2042 7,575347 0,913633 64514,1 
GA 2,9152 3,309271 0,391569 65975,5 

FGD 13,3061 14,602757 2,6462162 65362,5 
Adam. 10,0278 14,684361 3,271366 69887,7 

 
Как видно из результатов эксперимента, наилучшее значение было найдено генетическим ал-

горитмом. Второй результат, незначительно уступающий лучшему, был найден методом роя частиц. 
Оба эволюционных алгоритма в данной задаче показали результаты существенно лучше по всем по-
казателям классических градиентных методов и алгоритма случайного поиска.  

Наилучшее найденное решение имело следующие значения: 

[=q 3,1284 3,4623 0,4523 5,3634 2,5503 –0,0048 5,0630 8,2054 1,3931 

4,0640 6,5860 1,2307 9,0591 5,9547 0,5639 10,8086 2,3967 0,6388 

6,2670 7,7357 0,4361 3,1830 1,8235 0,6301 10,1884 10,0525 0,1749 

10,9119 1,4735 –0,5246 –0,7141 7,21060 –0,8569 –0,1435 2,0431 1,2178]T. 

График траекторий движения всех четырех роботов на плоскости для лучшего решения при-
веден на рис. 1. 
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Рис. 1. Траектории движения роботов для наилучшего решения синтезированного оптимального управления 

 
Для сравнения данная задача была решена напрямую, путем редукции задачи оптимального 

управления к задаче конечномерной оптимизации. Использовались те же методы, что и при экспе-
риментах для синтезированного оптимального управления. По результатам экспериментов наилуч-
шее значение 3,4987J =  удалось найти по методу роя частиц. Метод наискорейшего градиентного 
спуска показал наихудший результат и проиграл по всем показателям даже случайному поиску. 

Сравнение показало, что эволюционные алгоритмы дали результаты лучше при синтезиро-
ванном оптимальном управлении, чем при методах редуцирования.  

Заключение 
Рассмотрена задача оптимального управления с фазовыми ограничениями группой из четырех 

роботов. Поставленная задача была решена методами редукции к задаче конечномерной оптимиза-
ции и методом синтезированного оптимального управления. Результаты вычислительного экспери-
мента показали, что градиентные классические методы не находят приемлемого решения. Эволюци-
онные алгоритмы находят решения во всех рассматриваемых случаях существенно лучше, чем 
классические градиентные методы и алгоритм случайного поиска, по лучшему найденному значе-
нию функционала, по среднему значению и среднеквадратическому отклонению. Метод синтезиро-
ванного оптимального управления позволяет находить с помощью тех же эволюционных алгорит-
мов существенно лучшие результаты, чем методы редукции при меньшем количестве вычислений 
целевого функционала. 
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