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6 
Аннотация. Актуальность и цели. Решение практических задач (проектирования и эксплуатации систем) 

подразумевает построение математических моделей систем. Для математического моделирования систем раз-
личной физической и химической природы авторами был предложен метод математического прототипирования 
энергетических процессов, основывающийся на современной неравновесной термодинамике, механике и элек-
тродинамике. Упомянутый метод дает адекватные модели систем, т.е. не противоречащие общим физическим 
законам, а также особенностям протекания процессов в конкретной системе. Однако для определения контро-
лируемых параметров системы по ее измеряемым параметрам из системы дифференциальных уравнений, полу-
ченных методом математического прототипирования, необходимо решать очень трудоемкую задачу идентифи-
кации большого числа параметров этих уравнений. Одним из путей борьбы с трудоемкостью упомянутых задач 
идентификации является использование интерполяционных методов, что обусловливает актуальность задачи 
разработки методики построения моделей систем методом математического прототипирования энергетических 
процессов с использованием интерполяционных методов. Материалы и методы. Для синтеза уравнений дина-
мики физических и химических процессов используется метод математического прототипирования энергетиче-
ских процессов. С целью упрощения идентификации параметров уравнений, получаемых методом математиче-
ского прототипирования, используются специальные методы интегрирования систем дифференциальных 
уравнений, сводящих интегрирование дифференциальных уравнений к решению алгебраических уравнений.  
С целью упрощения решения полученных алгебраических уравнений используются методы интерполяции.  
Для определения постоянных коэффициентов полученной модели из экспериментальных данных используются 
методы теории идентификации. Результаты. Построенная предложенными в настоящей статье методами мо-
дель системы является корректной, т.е. не противоречит общефизическим законам и вбирает в себя особенности 
протекания процессов в конкретной системе. Также обучение модели поблочное и может быть сведено к линей-
ной идентификации, что дает возможность обрабатывать экспериментальные данные по мере их поступления. 
Выводы. Предложенная архитектура преобразованных моделей систем позволяет использовать полученные 
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модели в составе математического ядра цифровых двойников. Особенности архитектуры предложенных моде-
лей дают возможность их пассивной идентификации. 

Ключевые слова: метод математического прототипирования энергетических процессов, цифровые 
двойники, интерполяция, линейная идентификация, машинное обучение 
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Abstract. Background. Solving practical problems (design and operation of systems) implies the construction of 

mathematical models of systems. For mathematical modeling of systems of various physical and chemical natures, the 
authors proposed a method of mathematical prototyping of energy processes, based on modern nonequilibrium thermo-
dynamics, mechanics and electrodynamics. The mentioned method provides adequate models of systems, i.e. that do 
not contradict general physical laws, as well as the peculiarities of processes in a particular system. However, to deter-
mine the controlled parameters of a system from its measured parameters from a system of differential equations ob-
tained by the method of mathematical prototyping, it is necessary to solve the very labor-intensive task of identifying a 
large number of parameters of these equations. One of the ways to combat the complexity of the mentioned identification 
problems is the use of interpolation methods, which determines the relevance of the task of developing a methodology 
for constructing system models by mathematical prototyping of energy processes using interpolation methods. Matheri-
als and methods. To synthesize equations for the dynamics of physical and chemical processes, the method of mathe-
matical prototyping of energy processes is used. In order to simplify the identification of the parameters of equations 
obtained by the method of mathematical prototyping, special methods for integrating systems of differential equations 
are used, reducing the integration of differential equations to solving algebraic equations. In order to simplify the solu-
tion of the resulting algebraic equations, interpolation methods are used. To determine the constant coefficients of the 
resulting model from experimental data, methods of identification theory are used. Results. The system model con-
structed by the methods proposed in this article is correct, i.e. does not contradict general physical laws and incorporates 
the peculiarities of the processes in a particular system. Also, model training is block-by-block and can be reduced to 
linear identification, which makes it possible to process experimental data as it arrives. Conclusions. The proposed 
architecture of transformed system models makes it possible to use the resulting models as part of the mathematical core 
of digital twins. The architectural features of the proposed models make it possible to passively identify them.  

Keywords: method of mathematical prototyping of energy processes, digital twins, interpolation, linear identifi-
cation, machine learning 
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Введение 

Для построения математических моделей (ММ), предназначенных для решения практических 
задач (ПЗ) проектирования и эксплуатации различных систем [1–4], авторами был предложен в рам-
ках современной неравновесной термодинамики, механики и электродинамики метод математиче-
ского прототипирования энергетических процессов (ММПЭП) [5]. Построенные ММПЭП модели ди-
намики процессов различной физической и химической природы не противоречат общим законам 
физики (законам сохранения, началам термодинамики, и т.д.), а также физическим особенностям кон-
кретной системы [5, 6].  

Для определения в соответствии с дифференциальными уравнениями (ДУ) динамики системы, 
полученных ММПЭП, контролируемых параметров (КП) системы по ее измеряемым параметрам 
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(ИП) необходимо идентифицировать большое число постоянных параметров, входящих в эти ДУ [5, 6], 
что представляет собой трудоемкую задачу [5–7]. Одним из путей борьбы с такой трудоемкостью 
является использование специальных методов интегрирования систем ДУ [8], позволяющих свести 
задачу к решению алгебраических уравнений [8] наряду с локальным упрощением ДУ [6, 8, 9]. Для 
снижения трудоемкости (в общем случае большой [8]) решения алгебраических уравнений могут 
быть применены методы интерполяции [8]. 

Настоящая работа посвящена построению ММ систем, применимых для решения упомянутых 
ПЗ [1–4], на базе методов ММПЭП [5, 6, 10] и методов интерполяции [8] и идентификации [7]. 

Материалы и методы 

В соответствие с ММПЭП состояние системы характеризуется независимо от ее предыстории 
параметрами состояния (ПС), изменяющимися в результате протекания физических и химических 
процессов в ней [5, 6]. Причиной протекания процессов в системе являются динамические силы, опре-
деляемые через частные производные свободной энергии по ПС, расходуемой на протекание процес-
сов в системе [5, 6]. Динамические силы и кинетические свойства однозначно определяют протекание 
процессов в системе [5, 6]. Динамика ПС в системе в свою очередь определяет динамику ИП и КП 
(рис. 1) [5, 6]. Приведенные на рис. 1 факторы определяют общую структуру ДУ динамики процессов, 
а также динамики ИП и КП, получаемых ММПЭП [5, 6]. 

 

 
Рис. 1. Факторы, определяющие динамику физических и химических процессов 

 
В общем случае модель объекта (рис. 2) представляет собой алгоритм определения из ИП изме-

ряемых характеристик объекта начального состояния и индивидуальных параметров системы с по-
следующим определением КП системы (с учетом внешних условий протекания процессов) (видно  
из рис. 1) [5, 7]. Следует отметить, что в КП системы могут войти и ее ИП в последующие моменты 
времени, а также ее ИП, измерение которых в процессе эксплуатации осуществить невозможно.  
Для получения модели системы, пригодной для решения ПЗ (рис. 2), необходимо получить из урав-
нений ММПЭП аналитическое выражение динамики состояния системы, а также функции для опре-
деления ее начального состояния и ее индивидуальных параметров [10]. 
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Рис. 2. Математическая модель системы для решения практических задач.  

В параллелограммах приведены обучаемые параметры модели 
 
Аналитическое выражение общего решения системы уравнений ММПЭП задается в виде [6] 

( ) ( )  ( ) ( )( )0 дисс, , , ,ˆ , ˆt t t tΔ = Δx x u u q s  * ,  ( )ˆ U t =  u u ,  (1) 

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )( )( )топ 0 упрˆ, , , , , , , , ˆˆ ,t t t t t t= Δx x x u u q s u u s q   
** ,  (2) 

( ) ( )  ( )( )0 упр, ,ˆ , ,ˆt t t=s s u u q   ,  ( )( )1
0 0 топ дисс упр, 0, ˆ , , ,−= x x u u q q q  * ,  (3) 

где [6, 9]: 

( )0 0,0 =   , ( ) ( )( )0 0, , ,t t+ τ = τ     , ( ) ( )dim dim= x ,  (4) 

( )( )( ) ( )0 дисс 0 дисс 0 дисс, U, ,  lim , , U, , , U, ,
t

t
→+∞

∀ ∃ Δ = Δq s x q s x q s    * ** ,  (5) 

из ( ) 0
ext

d t
dt

 
≡ 

 

x
 следует ( ) ( )упр упр, U, , U, ,≡s s q s s q  

* **
,  (6) 

из ( ) constt ≡ =U U  следует  ( )  ( ), ˆt ≡u u u U  ,  (7) 

где ( )tx  – динамика ПС системы; ( )tΔx  – динамика величин, характеризующих независимые ПС (не 
связанные законами сохранения с параметрами баланса [6]); ( )tU  – динамика характеристик системы, 
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не изменяющихся в результате протекания процессов внутри нее, а изменяющихся только  
в результате внешних воздействий на систему; ( )( )/

ext
d t dtx  – внешние потоки. Как видно из (1)–(7), 

функции ( )топ, U, ,Δx x q s
**  и ( )дисс, U, ,Δx q s *  характеризуют топологическую и диссипативную со-

ставляющие системы соответственно [6], а функции ( )упр, U, ,s s q 
*

 и ( )упр, U,s q   – ее управляющую 
составляющую [6]. Для любого задания динамики ПС в виде (1)–(7) найдется система уравнений 
ММПЭП, общим решением которого будет эта динамика [6]. Отсюда (1)–(7) является способом зада-
ния динамики системы, альтернативным уравнениям ММПЭП. Квадратные скобки в уравнении (1) 
означают взятие функционала от ( )tU . 

Измеряемые ( )ty  и контролируемые ( )tz  параметры системы [6]: 

( ) ( ) ( ), ,t t t t =  y Y x U , ( ) ( ) ( ), ,t t t t =  z Z x U .  (8) 

Для преобразования системы уравнений ММПЭП к виду, пригодному для решения ПЗ, исполь-
зуется локальное упрощение этих ДУ с последующим заданием соответствующих упрощенных ана-
литических выражений динамик ( )tx  в виде (1)–(7), из которых формируется полное решение [5, 6, 
9, 11, 12].  

Локальные упрощения системы уравнений ММПЭП осуществляются путем локальных упро-
щений функций состояния (ФС) для свойств веществ и процессов (СВП) с сохранением соответству-
ющих ограничений на упрощенные ФС [5, 6]. Благодаря этому упрощенные уравнения ММПЭП 
также не противоречат законам физики [5, 6]. Запишем уравнения ММПЭП в виде [11] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ),U , , , ,U , ,
d t

t t t t
dt

=
x

f x p a w x p a ,  (9) 

где p  – индивидуальные параметры системы; a  – параметры ФС (задаваемых в виде функциональ-
ных разложений) для СВП [6, 10, 11]. При этом зависимость правой части (9) к w  меньше, чем к x , 
U , p , a  [9, 11]. Это дает возможность представить (9) в итерационном виде [11]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )1,
1, ,,U , , ,k r

k r k r

d t
t t t

dt
+

+=
x

f x p a w , ( ) ( ) ( )( ), , ,U , ,k r k rt t t=w w x p a , 

,k r r∈x X  (10) 

или в эквивалентном виде [11]: 

( ) ( )1, 0, ,, , ,ˆ ˆ,k r r r k rt t+ =x x x u q w* ,  ( ), ,ˆ rk r k r t =  w w w ,  ( )ˆ rr t =  u u U , 

( ) ( ) ( )( ), , ,U ,k r k rt t t=w w x q , [ ]1,r rt t t +∈ , ( )0,r rt=x x ,  (11) 

где rX  – области локального упрощения (9). Правая часть (11) получается из (10) [11, 12]. Упрощения 
(10) могут быть такими, что система (9) при фиксированных ,k rw  может распасться на независимые 
друг от друга подсистемы уравнений [11, 12]. При выборе достаточно малых областей rX  итерации 
(10) равномерно приближаются к искомой динамике ( )tx  [11] (один из специальных методов инте-
грирования систем ДУ [8]). Критерием остановки итераций (11) является заданная близость ( ),k r tx   
к ( )tx  из класса динамик (1)–(7), включающих в себя всю физику рассматриваемой системы [6, 10]. 
Это обеспечивает корректность модели системы, показанной на рис. 2 [10].  

Синтез итераций построения преобразованной модели системы 

Итерации (11) могут быть получены из уравнения (10) либо аналитически (в случае достаточно 
простой системы (10) [8]), либо с использованием специальных методов интегрирования систем ДУ [8]. 
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В соответствии со специальными методами интегрирования систем ДУ динамика ПС ( )tx  рассмат-

риваемой системы задается через опорные динамики ( )  ( )( ), , 0 ,ˆ, , ,rk r i r it tx u u  , 1, опi n=  ПС ( )tx , полу-

ченные из уравнения (10) для соответствующих значений ( ){ }, , , 1
ˆ ˆ, , , опn

r i i i k r i i=
u p a w  в виде (1)–(7), в соответ-

ствии с работой [8]: 

( )  ( )  ( )( )( ){ }, , ,, 0, , , , , , , , ,
1

, , , , , , ,ˆ ˆ
опn

k r i r ik r r k r k r i k r i r k r k r
i

t t t
=

 =  
 

xx x F x u с u p w b ,  (12) 

 ( ) ( )( ), , , , 0 , , , ,ˆ ˆ, ,ˆ , , , ,k r i k r i k r i r k r k rt t= с u p w b*    , 1, опi n= ,  (13) 

 ( )   ( )( ), , , , , , ,ˆ ,ˆ, , ˆ, , ,r i r i r r i k r i r k r k rt t=u u u u с u p w b 
*

, 1, опi n= ,  (14) 

{ }( )1
0 , , 0 , , , ,1

, , , ,ˆ ,ˆопn
k r k r i r k r k ri
−

=
= xF x с u p w b ,  (15) 

где постоянные коэффициенты ( ), , , , ,,ˆ , , ˆk r i r i i i k r i=с u p a w , 1, опi n= , ( ), ,k r k r=b b a ; функция 

( ){ }( ), , , , , , , ,1
, , , , ,ˆ ˆопn

k r k r i k r i r k r k ri=xF x с u p w b  – непрерывна и ограничена; функции ( ), , , , , ,ˆ ˆˆ ,, , , ,k r i k r i r k r k rс u p w b*  , 

1, опi n=  таковы, что функции 

( )( )   ( )( )( ){ },, , , , 0 , , , , ,
1

ˆ ˆ, ,ˆ, , ,ˆ
опn

r i rk r i k r i k r i r i k r i
i

t t
=

x с u u u с 
**   , 

( ), , , , , ,ˆ ˆ, , , ,ˆk r i k r i r k r k r=с с u p w b , 1, опi n=  

с учетом (13) представимы в виде (1)–(6), а функции  ( ), ˆr rtu u  удовлетворяют выражению (7). В таком 
случае нетрудно видеть, что итерации (11), полученные в силу (12)–(15), также удовлетворяют (1)–(7). 
Опорными динамиками ( )  ( )( ), , 0 ,ˆ, , ,rk r i r it tx u u  , 1, опi n=  могут быть общие аналитические решения 

еще более локально упрощенной системы ДУ (10), качественное поведение которых такое же, как и каче-
ственное поведение общего решения системы ДУ (10). Отсюда упомянутые итерации (11)–(15) равно-
мерно сходятся к общему решению некоторой системы ДУ, полученной ММПЭП, при любой непрерыв-

ной ограниченной функции ( ){ }( ), , , , , , , ,1
, , , , ,ˆ ˆопn

k r k r i k r i r k r k ri=xF x с u p w b , а значит, являются корректными [6].  

Это дает возможность выбора структуры упомянутой интерполяционной функции (с точностью до иссле-
дуемых экспериментально входящих в уравнения (12)–(15) коэффициентов , , ( )k r k r=b b a ) [8].  

Правые части (12)–(15) получаются из моделирования динамик на основе уравнений ММПЭП 
при различных значениях параметров ˆ ru , p , ,ˆ k rw  [10, 13]. Правые части (13) и (14) при этом опреде-
ляются таким образом, чтобы особые точки опорных динамик совпадали с особыми точками дина-
мики ( ), 0, ,k r r tx x , соответствующей ˆ ru , p , ,ˆ k rw  (так как особые точки упомянутых динамик обуслов-
ливаются диссипативной и управляющей составляющими (видно из работы [6])). Это дает 
возможность задавать правые части (13) и (14) также в виде интерполяционных функций [8]. Что в 
свою очередь дает возможность одновременного синтеза правых частей (12)–(14) на динамиках, по-
лученных ММПЭП, причем определяемые параметры входят в уравнения (12)–(14) линейно [8], что 
существенно упрощает синтез правых частей уравнений (12)–(14) [7]. 

Структура и опорные динамики правых частей уравнений (12)–(14) выбираются на основе ка-
чественного анализа динамик ПС ( )tx  системы, получаемых из уравнений ММПЭП. В качестве ин-
терполяционных функций, через которые задаются правые части уравнений (12)–(14), может быть 
взята интерполяция сплайнами [8], интерполяционный полином Лагранжа [8], нейронные сети как 
универсальный интерполятор [14, 15], а также используя вейвлеты [16].  
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Идентификация преобразованной модели 

В общем случае динамики ИП ( )ty  (8) являются динамиками медленно меняющихся составля-
ющих динамик ( )ty  некоторых характеристик рассматриваемой системы [17]: 

( ) ( ) ( )( ),t t t=y Y x U , ( ) ( ),t t t =  y Y y ,  (16) 

причем динамика ( )ty  полностью восстанавливается по динамике ( )ty  [17]: 

( ) ( ),ˆt t t =  y Y y .  (17) 

Приведенный подход обусловливается ограниченной пропускной способностью измерительных 
датчиков [17]. Из уравнения (16) видно, что, выбрав y  в качестве части параметров состояния x , мы, 
доведя итерации (11)–(15) до полной модели 

( )  ( )  ( )( )( ){ }
1

, , ˆ,
опn

i ii i
i

t t t
=

 =  
 

xx F x u с b , { }( )1
0 0 1

, , ˆопn
i i

−
=

= xF x с b ,  (18) 

 ( ) ( )( )0 , , , ˆˆi i it t= с b*    ,  ( )   ( )( )ˆ, , , ˆi i i it t=u u u u с b 
*

, 1, опi n= ,  (19) 

( ),ˆ ˆ ˆ,=b b b u p , ( )=b b a ,  (20) 

представимой в виде (1)–(7), можем вышеописанным путем обучение модели (18)–(20) свести к обу-
чению (по данным ( )ty ) правых частей (18), (19).  

Далее на основе полученных коэффициентов b̂  мы определяем, используя (20), значения пара-
метров b , û , p , на основе которых в силу (1)–(8) определяются КП ( )tz . Пусть имеется для некото-
рой совокупности экземпляров рассматриваемой системы некоторого бренда множество данных ИП 

( )( ){ }{ }, , 1 1
ˆ ,

экзi
nN

i j i j j i
t

= =
u y , для каждой совокупности ( ),i j ty , 1, ij N= , экз1,i n=  из них описанным выше 

путем определим соответствующие ,
ˆ

i jb , 0, ,i j , 1, ij N= , экз1,i n= . Здесь экзn  – число экземпляров си-
стемы рассматриваемого бренда, а iN , экз1,i n=  – число испытаний для каждого экземпляра. Затем 
значения параметров b , ip , экз1,i n=  с использованием (20) определим из работы [10]: 

( ), ,,ˆ ˆ ,ˆ
i j i j i=b b b u p , 1, ij N= , экз1,i n= ,  (21) 

получив при этом из уравнения (21) функционалы для b , ip , 1, экзi n=  [10]: 

( ){ }{ }˘

, ,
1 1

, ˆˆ
экз

i
nN

i j i j
j i= =

 
=   

 
b b u b ,  ( ), ,

ˆ
i j i j t =  b b y , 1, ij N= , экз1,i n= ,  (22)  

{ }( )˘

, , 1
, , ˆˆ iN

i i j i j j=
=p p b u b ,  ( ), ,

ˆ
i j i j t =  b b y , 1, ij N= , экз1,i n= ,  (23) 

где функционал b  представляет собой вышеописанный алгоритм определения параметров b̂ , входя-
щих в уравнения (18) и (19), из динамики ( )ty . Функции (22) и (23) могут быть получены путем ана-
литического либо численно-аналитического (с использованием методов [8, 14–16, 18]) преобразова-
ния (21) в уравнения (22) и (23) [10]. Соответственно, правые части уравнений (12)–(14) желательно 
так выбирать, чтобы уравнения (22) и (23) были получены аналитически из формулы (21). 

На основе выражения (23) получим функцию для индивидуальных параметров системы, опре-
деляемых через контрольные динамики ИП системы ( ) ( )контр

i ty , контр1,i N=  при соответствующих кон-

трольных воздействиях ( )контрˆ iu , контр1,i N=  на нее, входящую в архитектуру модели (см. рис. 2) [10]: 
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( ) ( ){ }( )контр˘
контр контр

1
, , ˆˆ

N

i i i=
=p p b u b , ( )  ( ) ( )контр контрˆ

i i t =  b b y , контр1,i N= . (24) 

Аналогично (24) вводится функционал  0b  для определения 0  через текущую динамику ИП ( ):ty  

 ( )00 t =  b y ,  (25) 

представляющий собой функцию для начального состояния системы, входящую в архитектуру мо-
дели (см. рис. 2) [10].  

В частном случае в силу системы (18)–(20) динамика ПС ( )tx  может быть выражена через кон-
трольные динамики с точностью до параметров b . Это облегчает определение параметров b  из ста-
тистики ИП, что, например, и было сделано в работе [19]. 

Результаты 

Выражения (17)–(20), (24), (25) представляют собой ММ системы (см. рис. 2) [10], пригодную 
для решения ПЗ [1–4, 10]. Выражения (17) и (22) представляют собой алгоритм обучения упомянутой 
ММ системы [10]. 

ММ системы (17)–(20), (24), (25), структура которой показана на рис. 2, строится в соответствии 
со следующим алгоритмом: 

1) синтезируем систему ДУ динамики физических и химических процессов в рассматриваемой 
системе на базе ММПЭП; 

2) на основе особенностей датчиков ИП рассматриваемой системы формируем соотношение (17); 
3) выполняем локальные упрощения ФС для СВП рассматриваемой системы, получив тем са-

мым упрощенные ДУ динамики системы; 
4) для локально упрощенной системы ДУ динамики системы рассчитываем различные дина-

мики ее ПС, ИП и КП при различных случайно сгенерированных значениях экспериментально иссле-
дуемых параметров ДУ; 

5) на основе полученных динамик ПС, ИП и КП рассматриваемой системы формируем итера-
ции (11)–(15) с использованием методов интерполяции; 

6) на основе сформированных итераций (11)–(15) получаем выражения (18)–(20); 
7) методами теории идентификации, исходя из преобразованной ММ (18)–(20) и из особенно-

стей испытаний рассматриваемой системы, формируем выражения (22), (24), (25); 
8) на основе (22) обучаем полученную ММ (17)–(20), (24), (25); 
9) тестируем полученную ММ (17)–(20), (24), (25) и при необходимости возвращаемся к преды-

дущим пунктам предложенного алгоритма с целью корректировки синтезированной ММ (17)–(20), 
(24), (25). 

Приведенный алгоритм позволяет обучать ММ как на всех данных сразу, так и обрабатывая 
обучающие данные по частям. 

Обсуждение 

Предложенная в настоящей работе методика синтеза ММ (17)–(20), (24), (25) является развитием 
методов, изложенных в работах [7–10, 13, 14, 16, 20]. Основным отличием предложенного метода  
от методов, изложенных в работах [14, 16], является использование базисов, вбирающих в себя физику 
конкретной рассматриваемой системы, что гарантирует корректность построенной модели [5, 10, 20]. 
Использование локального упрощения уравнений ММПЭП с последующим синтезом сложных дина-
мик ПС из простых динамик ПС, полученных из упрощенных уравнений ММПЭП, в предложенном 
методе позволяет существенно сократить по сравнению с методами [13] объем вычислений [20].  

Заключение 

Методика построения ММ (17)–(20), (24), (25) произвольной системы дает ММ системы, кото-
рые могут обучаться в том числе на лету (в процессе функционирования объекта). Благодаря этому 
ММ (17)–(20), (24), (25) целесообразно использовать в составе цифровых двойников. 
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