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Аннотация. В практике отработки (испытаний) созда-
ваемой системы, как правило, воспроизводится более 
узкий спектр нагрузки, поэтому при разных других 
условиях разброс результатов испытаний будет суще-
ственно меньше разброса этого же параметра в условиях 
реальной эксплуатации. Кроме того, экспериментальная 
оценка исследуемого параметра, полученная по резуль-
татам испытаний, является схожей по физической при-
роде, поскольку в процессе испытаний воспроизводится 
не весь спектр нагрузок, а те нагрузки, которые задают-
ся и имеют ту или иную степень приближения. Это объ-
ясняется тем, что точное моделирование всего спектра 
нагрузок практически неосуществимо, а экономически 
нецелесообразно. Возникает проблема сравнения раз-
ных методов испытаний и пересчета их результатов.  
В статье приводятся варианты применения критериев 
подобия к различным процессам при отработке (испы-
таниях) сложных технических систем. 

Abstract. In practice, testing (creating) the created sys-
tem, as a rule, reproduces a narrower spectrum of the 
load, therefore, under various other conditions, the spread 
of the test results will be significantly less than the spread 
of the same parameter in real use. In addition, the exper-
imental assessment of the parameter under study, ob-
tained from the test results, is similar in physical nature, 
since in the process of testing not all spectrum of loads is 
reproduced, but those loads that are set and have one or 
another degree of approximation. This is because accurate 
modeling of the entire spectrum of loads is practically 
impracticable, and economically impractical. There is a 
problem of comparing different test methods and recount-
ing their results. The article provides options for applying 
the similarity criteria to various processes during the de-
velopment (testing) of complex technical systems. 
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Введение 

При отработке сложных технических систем (СТС) на ресурс, т.е. на долговечность, исполь-
зуются модели, описывающие закономерности процессов отказоустойчивости СТС, которая харак-
теризуется постепенными изменениями параметров вследствие изнашивания, регулирования и ста-
рения, а также вследствие внешнего агрессивного воздействия на СТС специального назначения, 
включая воздействия информационными технологиями. Использование методов теории подобия для 
© Северцев Н. А., Дарьина А. Н., 2020 
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физического моделирования при испытаниях на ресурс и защиту заключается в установлении типо-
вых признаков отказов, исследования закономерностей их возникновения. Стохастический подход  
к моделированию процессов отказов учитывает многообразие случайных факторов, действующих  
на СТС в эксплуатации [1]. Для построения критериев подобия параметрических отказов необходи-
мо учитывать динамику процессов изменения в зависимости от времени характеристик работоспо-
собности и действующих на СТС факторов. Для детерминированных критериев подобия наиболее 
простым для их построения является случай линейных детерминированных зависимостей, описы-
вающих процесс изменения определяющего параметра [2]. 

При выбранных нагрузках 
0 0
, , ,b U y tC C C C  из условия подобия определяется необходимый ко-

эффициент форсирования нагрузки xC  и из него нагрузки x . В случаях масштабного фактора фор-
сирования нагрузки необходимо устанавливать предельную нагрузку Mx , при которой сохраняется 
подобие физических процессов при функционировании СТС в нормальном и форсированном режи-
ме. Метод построения и применения критериев подобия на основе преобразованных исходных зави-
симостей, описывающих исследуемые процессы параметрических отказов, идентичен и для других 
случаев детерминированных процессов отказов.  

Для нелинейных процессов критерии подобия определяются на основании первой и второй 
теорем подобия с использованием правила установления подобия процессов, содержащих неодно-
родные функции [2]. 

Применение критериев подобия для нелинейных процессов 

Критерии подобия для наиболее распространенных нелинейных детерминированных процес-
сов постепенных отказов приведены в табл. 1. 

Таблица 1 
Критерии подобия нелинейных процессов изнашивания СТС 

График изменения Уравнения процесса 
изнашивания 

Критерии  
подобия *Примеры процесса 
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0
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y(t) 
 
 
 
 
y0 
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( )0( ) 1bty t y A e= + −  1
0
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y

π =  

2 btπ =  

Изнашивание 
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y(t) 
 
 
 
 
y0 

t

( )0( ) 1 bty t y A e−= + −  1
0

A
y

π =  
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Изнашивание  
в период приработки 

y(t) 
 
 
 
 
y0 

t

0( ) b ty t y e−=  1 btπ =  Выход  
из работоспособности 

П р и м е ч а н и е. Примеры процесса показаны условно.  
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Тогда критерий подобия для рассматриваемого класса линейных исходных зависимостей 
примет вид 

0
1

0 0

( ) 1 .bU xt t
b y

 
π = + 

   
 

В соответствии с третьей теоремой подобия условия однозначности линейного процесса из-
нашивания (выход из строя) имеют вид при 

1

max
max

0

0, (0) 0,

, ( ) 1.

t
yt T T
y

= π =

 = π = π = −


  (2) 

Критерии подобия параметрических отказов могут использоваться для планирования отрабо-
точных испытаний на ресурс по следующей процедуре. 

Пусть требуется подтвердить необходимый ресурс T  СТС за время испытаний фT . Парамет-
ры, характеризующие процесс отказа, равны 0y , maxy , 0b . Индикатор подобия испытаний (отработ-
ки) СТС в реальных условиях и в форсированном режиме имеет вид 

ф0 0
ф

0 0 0 0

1 1
U xb bU x T T

b y b y
   
+ = −   

   
. (3) 

Обозначим 
ф

T
TС
T

=  – коэффициент форсирования испытаний по времени; XC  – коэффициент 

форсирования испытаний по нагрузке. С учетом (2) и (3) получим 

0
max

0

0
max

0

X

T
T

b T
yC
b TC
C y

π −
=

 
π − 
   

и ф
X

XX
C

= . 

В случае, когда испытаниями на ресурс назначается конструктивно-подобная модель и коэф-
фициенты подобия равны, тогда  

0

0

0

;bM

b C
b

=
 

;UM

U C
U

=
 

0

0

0

;yM

y C
y

= ;XM

X C
X
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=
 

Индикатор подобия имеет вид 

0

0

0

0
max

0

0
max

0

1.y U

y T X

b T

b T
C Cy

C C Cb T
C C y

π −
× =

π −
 

Задача построения и применения критериев подобия параметрических отказов разбивается на 
следующие этапы: 

– выбор наиболее информативных параметров, характеризующих процесс отказов; 
– формирование требований к объектам и условиям испытаний при планировании критери-

альных комплексов для оценки завершенности отработки.  

Применение критериев подобия для линейных процессов 

Рассмотрим задачу критериев подобия линейных полуслучайных процессов отказов СТС. Из-
вестно [3, 4], что в ряде случаев процессы отказов могут быть представлены в виде линейной полу-
случайной функции изменения определяющего параметра  
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0 ,y y Bt= +  (4) 

где B  – скорость изменения определяющего параметра, являющаяся случайной величиной; 0y  – 
начальное значение определяющего параметра. Для практических целей важен случай, когда спра-
ведлива зависимость  

0 ,B b U x= +  

где 0b  – начальная скорость изменения определяющего параметра, а U  – чувствительность скоро-
сти B  к нагрузкам; x  – величина нагрузки. Считаем, что для испытываемой СТС 0b  и U  – неслу-
чайные величины, являющиеся параметрами СТС, а нагрузка x  – случайная величина, подчиненная 
нормальному закону распределения с параметрами xm  и xσ . Скорость B  также будет иметь нор-
мальное распределение. Параметры распределения величины B  будут иметь вид 0b xm b U m= + , 

b xUσ = σ . В момент отказов, когда определяющий параметр y  достигает предельного значения 
max ,y  выражение (4) примет вид max 0y y Bt= + . Плотность распределения наработки до отказа 

max 0y yT
B
−=  является функцией случайной величины B , которая определяется по известной плот-

ности ( )f B   

( ) ( ) '( )f t t t = ψ ψ  , (5) 

где max 0( ) ;y y yt B
t t
− Δψ = = =  2'( ) yt

t
Δψ = . 

В результате подстановки в (5) выражений для ( )tψ  и '( )tψ  получим плотность распределе-
ния ( )f t , называемой α -распределением 

( )2
2 22

2
1( )

2

tm t
i tm Cf t e

t

−
δ=

δ π
, 

где t
b

ym
m
Δ=  – средняя наработка до отказа; b

bm
σδ =  – коэффициент вариации; C  – нормирующий 

множитель. 
При построении критерия подобия детерминированно-определенных параметров СТС испы-

таний с показателями отказоустойчивости, надежности, живучести и безопасности, требования за-
даются, например, в виде вероятности безотказной работы. Введем безразмерную случайную вели-

чину 1
t

TT
m

= , плотность распределения которой будет иметь вид 

( )2
2 2

1
2

2
1( )

2
Cf e

t

−τ
δ ττ =

δ π
. 

Функции плотности распределения ( )f t  и ( )f τ  связаны соотношением ( ) ( )tf m f tτ = . Веро-
ятность отказа СТС определяется по формуле 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
t

q t F t f t dt f d F
τ

= = = τ τ = τ   

Обозначим 1z − τ=
δτ

. Тогда вероятность безотказной работы СТС 

1

0
0

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ),P t F f d F z
τ

= − τ = − τ τ =  (6) 
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где 0 ( )F z  – интегральная функция Лапласа. Исходя из принципа установления стохастического по-
добия на основе равно отказоустойчивости сравниваемых систем (изделий, объектов, в данном слу-
чае по параметрическим отказам), с учетом (6) критерий подобия будет иметь вид 

0( )1 idem.x

x

y T b Um
U T

Δ − +− τπ = = =
δτ σ

 (7)  

В критериальном комплексе (7) взаимосвязаны физические параметры СТС и вероятностные 
характеристики нагрузки.  

Если требования к отказоустойчивости СТС задаются в виде вероятности безотказной работы, 
(характеризующие живучесть, надежность, безопасность, отказоустойчивость) трP , то условие подо-
бия будет иметь вид тр( )P t P= . Зависимость, устанавливающая взаимосвязь перечисленных показа-
телей, параметров испытываемой СТС и действующей нагрузки представляется в виде 

0
тр

( )x

x

y T b Um Z
U T

Δ − + =
σ

, (8) 

где трZ  – квантиль нормального распределения уровня трP . Используя выражение (8), представляет-
ся возможность формировать требования к испытаниям при планировании отработки и проводить 
оценку завершенности испытаний исследуемой СТС (изделия и др.) [7]. 

Применение критериев подобия к нелинейным случайным величинам 

Рассмотрим критерии подобия нелинейных случайных величин. Если случайная нагрузка не 
может считаться постоянной в течение промежутка времени функционирования СТС, тогда линей-
ная полуслучайная модель процессов отказов становится неадекватной. В этом случае нагрузка 
должна рассматриваться как случайная функция времени. Процесс изнашивания при рассмотрении 
нагрузки как случайной функции времени может быть представлен в виде 

( )0 0
0

( ) ( )
t

y t y b U x t dt= + + . 

Процесс параметрических отказов можно описать с помощью схемы изнашивания с накопле-
нием повреждений. Согласно этой схеме, в случайные моменты времени возникают единичные по-
вреждения равной величины. При накоплении r  повреждений наступает отказ СТС. Повреждение 
состоит в том, что в результате изнашивания скачкообразно увеличивается определяющий параметр 
на некоторую постоянную величину yΔ  [8]. Описанная схема изнашивания справедлива при соблю-
дении следующих условий: 

– вероятность γ  возникновения скачка изнашивания за время от t  до t t+ Δ  приближенно 
пропорциональна длительности, т.е. ( )t tγ = λΔ + ϑ Δ , где ( )tϑ Δ  – бесконечно малая высшего поряд-
ка относительно tΔ  – это условие определяет свойство постоянства средней скорости изнашивания; 

– вероятность более одного скачка в промежутке ( ),t t t+ Δ  мала при малых tΔ . Это условие 
определяет свойство ординарности потока накопления повреждений. Вероятность каждого следую-
щего скачка не зависит от числа ранее произошедших скачков, что справедливо для зоны устано-
вившегося (нормального) изнашивания. В зоне нормального изнашивания параметр приобретает 
стабильное свойство.  

При выполнении перечисленных условий время безотказной работы СТС имеет гамма-
распределение [9]. Для целых r  функция распределения времени τ  имеет вид 

{ } ( )1

0
( ) , 1

!

kr
T

k

T
F t P T k r e

k

−
−λ

=

λ
= τ ≤ = = − , 

где ( ) ( )
!

k
T

k

T
e P T

k
−λλ

=  – есть вероятность того, что к моменту T  произошло k  скачков (поврежде-

ний). Параметры λ  и r  гамма-распределения времени безотказной работы СТС, подверженного из-
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носу определяются так: параметр ( )y t  измеряется через фиксированные постоянные промежутки 
времени tΔ . Математическое ожидание и дисперсия величины изменения определяющего парамет-
ра за интервал времени tΔ  для гамма-распределения соответственно равны: 

{ }
{ } 2

( ) ,

( ) ,

M y k y t

D y k y t

Δ Δ = Δ λ 


Δ = Δ Δ 
 (9) 

где yΔ  – величина износа СТС, приходящаяся на одно повреждение (скачок); ( )k Δ  – случайная ве-
личина, равная числу скачок за интервал времени tΔ .  

В то же время для процесса (9) можно записать 

[ ] ( ) [ ]

[ ] ( )

0 0
0

2
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( , ') ',

t

x

t t t

x

M y t t y t M b U x t dt b U m t

D y t t y t D b U x t dt U K t t dt dt

Δ

Δ Δ Δ

 
+ Δ − = + = + Δ  

 


  + Δ − = + =  
  



  
 (10) 

где { }( )xm M x t=  – математическое ожидание случайного процесса воздействия нагрузок; ( , ')xK t t  – 
корреляционная функция случайного процесса воздействия нагрузок. Для гамма-закона распределе-
ния ( )F T  должно удовлетворяться требование constxm = . 

Подставив (9) в (10), получим 

[ ]

2

0 0

0

0 KP 0

( , ') '
;

; .

t t

x

x

x

U K t t dt dt
y

b U m t
b U m y yr

y y

Δ Δ 

Δ = + Δ 
+ − λ = =
Δ Δ 

 
  (11) 

Вероятность безотказной работы СТС, подверженной изнашиванию, определяется в рассмат-
риваемом выше случае как 

{ } ( )1

0
( ) 1 ( ) ,

!

kr
T

k

T
P T F t P T k r e

k

−
−λ

=

λ
= − = τ > = = . 

Критерий стохастического подобия процесса изнашивания с накоплением повреждений с уче-
том (9) будет иметь вид 

( )1

0
idem

!

kr
T

k

T
e

k

−
−λ

=

λ
π = = . (12) 

Величины λ  и r , входящие в критерий подобия (12), определяются из выражения (11). Вы-
бор параметров объекта – испытаний ( )max 0 0, , ,y y b U , определяющих процесс изнашивания при за-
данных характеристиках случайной нагрузки, а также параметров λ  и r , осуществляется таким об-
разом, чтобы обеспечить при планировании испытаний требования idemπ = . 

Величина π  устанавливается с учетом требований к отказоустойчивости трP . Из условия сто-

хастического подобия (12) могут быть также определены величины ( )max 0 0, , ,y y b U , используемые 
для контроля хода и оценки завершенности отработки системы (изделия, объекта). Необходимо от-
метить, что yΔ  должна быть достаточно малой для обеспечения точной аппроксимации процесса 

( )y t  ступенчатой функцией. Для снижения влияния ошибки измерения на аппроксимацию кривой 
изнашивания интервал tΔ  между измерениями следует выбирать так, чтобы ошибка измерения бы-
ла мала по сравнению с приращением yΔ  на этот интервал времени. При описании процесса с неза-
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висимыми приращениями скорости изнашивания время функционирования СТС разбивается на 
фиксированные постоянные интервалы времени tΔ . Предполагается, что скорости процесса на 
каждом интервале являются случайными независимыми величинами, измененными на протяжении 
интервала tΔ .  

Закон распределения скорости на каждом интервале времени известен и остается неизменным 
для всех временных интервалов. 

Процесс изнашивания исследуемой системы (объекта, изделия) для данной схемы представим 
в виде 

( )0 0
1

( ) ( )
i

i j
j

y t y i t y t b U x
=

= Δ = + Δ − , (13)  

где 1,2,...i =  – номер точки, в которой рассматривается процесс. 
В выражении (13) через jx  обозначена случайная величина нагрузки на j-м интервале време-

ни. Плотность распределения ( )jf x  нагрузки jx  постоянна независимо от номера интервала. Кри-
тическое значение определяющего параметра KPy , соответствующее отказовому состоянию СТС, 
достигается в некотором случайном промежутке времени t s t− Δ .  

Выражение (13) для критического случая имеет вид [10] 

( ) ( )( )
1

max 0 0 0
1

( )
s

j
j

y T y t b U x T s t b U x
−

=

= + Δ + + − Δ + . (14) 

Вероятность безотказной работы СТС по параметру на отрезке времени ( )0, i t−Δ  определяет-
ся так. Отказ в результате достижения параметром y значения maxy  на первом временном интервале 

1 0 1t t tΔ = − = . Функционирование СТС наступит тогда, когда будет ( )max 0 0 1y y t b U x< + Δ +  или 

max 0
0

1 1

y y b
tx s
U

− −
Δ≥ = . Вероятность отказа СТС соответствует вероятности события, когда 1 1x s≥ , и 

определяется формулой 

( )
1 1

1 1 1 1 1(0, ) ( ) ( ) .
t t

q t P x s f x dx f x dx
∞ ∞

= ≥ = =   

Соответственно, вероятность безотказной работы СТС  

1

1 1(0, ) 1 (0, ) 1 ( ) .
t

P t q t f x dx
∞

= − = −   

Отказ на втором временном участке 2 1t t tΔ = −  произойдет при наступлении следующих двух 
условий: 

1) ( )0 0 1 maxy t b U x y+Δ − <  – на интервале времени ( )10, t  отказа не произошло; 
2) ( )0 0 1 2 max2 ( )y t b U x x y+Δ − + ≥  – на интервале времени ( )1 2,t t  произошел отказ. Условия 1), 

2) можно выразить через случайную величину нагрузки в следующем виде: 

max 0
0

1 1 1 2 2

2
; .

y y b
tx s x x s
U

− −
Δ≤ + ≥ =  

Вероятность отказа на участке ( )1 2,t t  представляет собой вероятность одновременного вы-
полнения условий 1) и 2) и определяется формулой 

( )
1 1

2 1 2 1

1 2 1 1 2 2, ( ) ( ) ( ) ( ) .
s s

s x s x

q t t f x dx f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ − −∞ −

= =     
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Для произвольного i -го участка времени ( )1,i it t−  условием отказа является совместное вы-
полнение таких событий, которые можно представить с помощью величин нагрузок на каждом ин-
тервале времени, т.е. 

1 1x s<  – отсутствует отказ на интервале ( )10,t ; 

2 2 1x s x< −  – отсутствует отказ на интервале ( )1 2,t t ; 

3 3 1 2( )x s x x< − +  – отсутствует отказ на интервале ( )2 3,t t ; 
1

1

i

i i j
j

x s x
−

=

≥ −  – произошел отказ на интервале ( )1,i it t− ,  

где 
KP 0

0
.i

y y ib
ts
U

− −
Δ=   

Вероятность отказа на i -м интервале времени ( )1,i it t−  определяется выражением  

( )
( )3 1 21 2 1 1

1
1 1

1, ( ) ( ) ( ) ... ( ) .
i

jj

s x xs s x s

i i

s x

q t t f x dx f x dx f x dx f x dx
−

=

− +−

−
−∞ −∞ −∞ −

=


     (15) 

Соответственно, вероятность безотказной работы на интервале времени ( )0, it  определяется  
в виде 

( ) ( )1
1

0, 1 , .
i

i j j
j

P t q t t−
=

= −  

Число i  на интервале tΔ , на которые разбивается процесс при вычислении вероятности 
( )0, iP t , оценивается при выбранном tΔ  и заданном времени трt  функционирования СТС как 

i t tτ ∞= Δ . Критерий стохастического подобия процессов изнашивания исследуемых систем при их 
аппроксимации ступенчатым процессом с независимыми приращениями скорости износа представ-
ляется в виде 

( )1
1

, idem.
i

j j
j

q t t−
=

π = =  

С помощью выражений (14), (15) критерий подобия устанавливает взаимосвязь физических 
параметров и вероятностных характеристик процесса изнашивания исследуемой системы (объекта, 
изделия). Поскольку многомерный интеграл (15) достаточно сложно аналитически вычисляется, по-
этому явную зависимость между параметрами изнашивания и требованиями по отказоустойчивости 
исследуемых образцов (систем, объектов, изделий устройств) целесообразно определять с помощью 
ПЭВМ.  

Изложенная теория может применяться к любым сложным техническим системам, в том чис-
ле и робототехническим [11, 12]. 
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