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Аннотация. Доказано существование 5-пара- 
метрического семейства точных решений дифферен-
циальных уравнений движения в проблеме (n+1) – 
тел в случае произвольного закона притяжения, зави-
сящего от взаимных расстояний. Геометрический об-
раз данного решения представляет правильный мно-
гоугольник с центром 0P . Тела 0 1, , ..., nP P P  с массами 

0 1 2, ... , 2nm m m m m n= = = = ≥ , находящиеся в верши-
нах многоугольника, вращаются по коническому се-
чению или движутся по радиусу от центра или к цент- 
ру в зависимости от начальных условий. При этом 
решении сохраняется подобие начальной конфигура-
ции при любом t. Рассмотрены радиальные симмет-
ричные решения пространственной ньютоновой  
проблемы многих тел. Такие радиальные решения 
существуют при условии, что начальные скорости 
всех тел, находящихся в вершинах правильных мно-
гогранников, направлены вдоль соответствующего 
радиуса-вектора от геометрического центра фигуры 
или к этому центру. 

Abstract. We prove the existence of a 5-parametric fami-
ly of exact solutions of differential equations of motion in 
(n+1) – body problem in the case of an arbitrary law of 
attraction that depends on mutual distances. The geomet-
ric image of this solution is a regular polygon with the 
center 0P . Bodies 0 1, ,..., nP P P  with masses 

0 1 2, ... , 2nm m m m m n= = = = ≥ , located at the vertices of 
the polygon, rotate in a conical section or move in radius 
from the center or to the center, depending on the initial 
conditions. In this case, the solution remains similar to 
the initial configuration for any t. Radial symmetric solu-
tions of the spatial Newton many body problem are con-
sidered. Such radial solutions exist provided that the ini-
tial velocities of all the bodies, located at the vertices of 
regular polyhedra, are directed along the corresponding 
radius vector from the geometric center of the figure or to 
this center. 
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Фундаментальной и, к сожалению, до конца не решенной проблемой для науки является проб- 

лема устойчивости, безопасности, живучести сложных динамических систем, к которым, безуслов-
но, относятся и гамильтоновы системы, описывающие задачи космической динамики. 

Геометрический образ любого решения динамической системы представляет собой некоторую 
конфигурацию. Особый интерес всегда вызывали решения, обладающие свойствами симметрии и 
подобия [1, 2], а среди них – гомографические решения. По определению Уинтнера [3], решение за-
дачи n тел называется гомографическим, если конфигурация, образованная этими телами, подобна 
себе самой для всех t ≥ 0.  

В работах [4, 5] показано, что в плоской ньютоновой проблеме (n+1) – тел 0 1, ,..., nP P P  с масса-
ми 0 1 2, ... , 2nm m m m m n= = = = ≥ , образующих в начальный момент правильный многоугольник  
с центром 0P , существует 4-параметрическое семейство точных решений, геометрически изобража-
емых вращающимся вокруг центра 0P  многоугольником, каждая из вершин которого движется  
по коническому сечению. 

Представленные исследования являются обобщением указанных результатов. Доказано суще-
ствование 5-параметрического семейства точных решений дифференциальных уравнений движения 
в проблеме (n+1) – тел в случае произвольного закона притяжения, зависящего от взаимных рассто-
© Земцова Н. И., 2020 
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яний, т.е. взаимно притягивающих друг друга по закону ksF  ~ ( 1)
ks
− α+Δ , где ksF  – сила взаимного при-

тяжения тел kP  и sP , ksΔ  – их взаимное расстояние, α – произвольный числовой параметр, характе-
ризующий гравитационное потенциальное поле. Рассмотрены также симметричные решения про-
странственной задачи многих тел. 

Дифференциальные уравнения движения тел 1,..., nP P , имеющих одну и ту же массу m, отно-
сительно тела 0P , находящегося в начале координат, в полярных координатах, как и для ньютоновой 
проблемы, имеют вид [6] 

2 0
1 1 1
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2 1
1,

( ) cos( ) cos( ) ,

12 sin( ),

n
s s k k s k

k k k
sk ks s
s k
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k k k k s k
s ks s
s k

f m m f m

f m
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≠

 α + ρ λ − λ −ρ λ − λρ −ρ λ + = α − ρ Δ ρ 

 ρρ λ + ρ λ = α − λ − λ Δ ρ 


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

 
   (1) 

где f – постоянная тяготения, 2 2 2 2 cos( ), 1, , .ks s k s k s k k n s kΔ = ρ +ρ − ρ ρ λ −λ = ≠  
Общий порядок системы уравнений (1) равен 4n. 
Справедлива следующая теорема. 
Теорема. Решение системы (1), определяемое начальными условиями  

0 0 0
2 ( 1)(0) , (0) , (0) , (0) , 1, ,k k k k

ka b k n
n

π −ρ = ρ = λ = λ = ω =   (2) 

одновременно является решением n одинаковых систем 4-го порядка вида 

2 ( 1) ,
2 0,

nA − α+ρ −ρλ = − ρ

ρλ + ρλ =


 

  (3) 

с начальными условиями  

0 0 0(0) , (0) , (0) 0, (0) .a bρ = ρ = λ = λ = ω   (4) 

Здесь  

1 1( ) ( ) ... ( ), ( ) ( )nt t t t tρ =ρ = =ρ λ = λ , 
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   (5) 

а 0 0 00, ,a b> ω  – произвольные параметры. 
Доказательство. Как и в работе [2], введем новые переменные ,k ku v : 

 , , 2,..., .k k k ku v k n=ρ −ρ = λ −λ =   (6) 

В новых переменных система (1) имеет вид 
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Система (7) имеет тот же порядок 4n и состоит из двух подсистем: подсистемы 4-го порядка 
(7') из первых двух уравнений и подсистемы ( 7′′ ) порядка 4n–4 с неизвестными функциями ,k ku v . 
Покажем, что при любой дифференцируемой функции ( )tρ  подсистема ( 7′′ ) имеет частное решение 
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  (8) 

Для этого будем искать частное решение в виде  

2
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π −= = = ≡ =  

с начальными условиями  
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π −= = = = =    

Вместо подсистемы ( 7′′ ) получим следующую систему дифференциальных уравнений порядка 
4n – 4: 
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Левые части системы (9) не зависят от индекса k, поэтому необходимо доказать, что для каж-
дого k = 2, …, n подсистема из двух уравнений системы (9) имеет решение 

2 ( 1)( ) 0, ( ) .k
ku t v t
n

π −≡ =  
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Это утверждение равносильно выполнению для любого k = 2,…,n следующих тождеств: 

( 1) ( 1)
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n n n n
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Справедливость этих тождеств проверяется непосредственно. 
Таким образом, показано, что система уравнения (9) имеет частное решение ( ) 0,u t ≡  

2 ( 1)( ) .k
kv t
n

π −=  Для нахождения частного решения всей системы (7) необходимо проинтегрировать 

подсистему (7') после подстановки в нее 
2 ( 1)0,s s

su v
n

π −=  с учетом начальных условий (2). 

После выполнения достаточно простых преобразований подсистема (7') принимает вид систе-
мы (3) и ее интегрирование выполняется в квадратурах. Второе уравнение системы (3) имеет первый 
интеграл  

 2 2
0 0 0d aρ λ = = ω . (11) 

Используя это соотношение, первое уравнение системы (3) можно записать в виде равенства 
2 3 ( 1)
0 .nd A− − α+ρ = ρ − ρ  

Далее будем иметь  

 12 2 2
0

,
2 2 n

d t C
h A d−α

ρ ρ± α = +
αρ + ρ − α   (12) 

где 2 2 2 1
0 0 0 02 2 ,nh b a A a− −α= + ω − α  1C – произвольная постоянная. 

Из выражения (11) в принципе можно найти зависимость полярного угла λ  как функции t: 

 0 2( ) .
( )

dtt d
t

λ =
ρ   (13) 

Зависимость ( )λ = λ ρ  выражается интегралом, являющимся уравнением «орбиты»: 

 0 2 2 2
0

( ) .
2 2 n

dd
h A d−α

ρλ ρ = ± α
ρ αρ + ρ − α   (14) 

Таким образом, соотношения (12), (13) дают полное решение задачи. 
Из соотношения (11) видно, что constλ ≠ , т.е. многоугольник 1 2, ,..., nP P P , оставаясь в любой 

момент правильным, но переменных размеров, вращается с переменной угловой скоростью вокруг 
геометрического центра 0P , причем угловая скорость его вращения в любой момент t определяется 
интегралом (13). С увеличением размеров многоугольника его угловая скорость вращения уменьша-
ется, и наоборот. 

Рассмотрим различные варианты решений этой задачи. 
1. Круговые решения плоской ньютоновой проблемы.  

Если 0 0b =  и 0 3
0

nA
a

ω = ± , тогда правильный n-угольник со стороной 02 sina
n
π

, оставаясь ин-

вариантным в размерах, будет вращаться вокруг центра 0P  с постоянной угловой скоростью 0ω   
[4, 7, 8]. 
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2. Радиальные решения плоской ньютоновой проблемы.  
Если начальная скорость 0ω  = 0, т.е. в начальный момент начальные скорости тел 1 2, ,..., nP P P  

направлены коллинеарно соответствующему начальному радиусу-вектору, то величина 0 0d =  и  

 ( ) 0.tλ ≡   (15) 

Это означает, что многоугольник будет себе подобно увеличиваться или уменьшаться в раз-
мерах в соответствии с интегралом (12), но будет отсутствовать всякое вращение. В этом случае, 
например при 04n n= , возможно симметричное решение, в котором некоторые тела движутся сна-
чала к центру, а другие – от центра. При 0 3n =  решение изображено на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Симметричное решение для 0 3n =  

 
Это решение представляет собой «выпукло-вогнутое» пространство. Для точек, имеющих 

начальную скорость 10b , следует в приближенном для этого случая соотношении (3) взять знак ми-
нус, а для точек с начальной скоростью 20b  – знак плюс. 

Эта конфигурация интересна тем, что она не будет представлять собой для всех t выпуклый 
правильный многоугольник. 

3. Симметричные решения пространственной проблемы многих тел. 
Известно, что в трехмерном пространстве существует лишь пять правильных многогранников, 

так называемых тел Платона [9]. Это тетраэдр (число вершин – 4), куб (число вершин – 8), октаэдр 
(число вершин – 6), икосаэдр (число вершин – 20), додекаэдр (число вершин – 12). 

Вследствие этого можно утверждать, что радиальные симметричные решения пространствен-
ной ньютоновой проблемы многих тел могут существовать, по меньшей мере, для n = 4, 6, 8, 12, 20, 
т.е. для проблем пяти, семи, девяти, тринадцати и двадцати одного тела, взаимно притягивающих 
друг друга в соответствии с законом притяжения kiP  ~ 2

ki
−Δ . 

Такие радиальные решения существуют при условии, что начальные скорости всех тел, нахо-
дящихся в вершинах перечисленных многогранников, направлены вдоль соответствующего радиу-
са-вектора от геометрического центра фигуры (начала координат – 0P ) или к этому центру [10–12]. 

Дифференциальное уравнение движения каждого из n-тел вдоль радиуса-вектора имеет вид  

 
2

0
2 2

[ ( , ) 0,f m A m nd r
dt r

++ =    (16) 

где параметрическая функция ( , )A m n  для каждого многогранника различна. Например, для куба  

P0 P1

P2

P3
P4

P5

P6

P7

P8

P9
P10

P11

P12

b20

b20

b20

b20 b20

b20

b10b10

b10b10

b10 b10

x

y



НАДЕЖНОСТЬ И КАЧЕСТВО СЛОЖНЫХ СИСТЕМ  

RELIABILITY AND QUALITY OF COMPLEX SYSTEMS  

№ 4 (32), 2020 

20 

 (3 3 3 6 2)( ,8) .
4 2

mA m + +=    (17) 

Уравнение (16) необходимо решать с учетом начальных условий 

 0 0(0) , (0) .r a r b= =    (18) 

Если 0 0b > , то соответствующий многогранник будет подобно себе расширяться (по крайней 
мере на начальном отрезке времени, а при достаточно больших значениях 0b  будет постоянно рас-
ширяться. Если же 0 0b < , многогранник будет подобно себе уменьшаться в размерах до полного 
вырождения в точку, а при некотором * 0t >  наступит одновременное соударение всех точек в нача-
ле координат 0P .  
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