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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается траектория движения объекта, представленная  

в виде набора последовательных GPS-координат точек. Координаты точек содержат значительную шумовую 
составляющую. Предлагается метод оконного сглаживания для восстановления истинной траектории, учитыва-
ющий и нейтрализующий смещение сглаженной траектории внутрь поворотов. Данный метод не требует до-
полнительной информации о модели движения объекта. Материалы и методы. В работе предлагается исполь-
зовать оконное сглаживание для восстановления траектории движения объекта по зашумленному набору 
координат. При оконном сглаживании на поворотах происходит смещение сглаженной траектории внутрь по-
ворота. Предлагается метод оценки величины и направления такого смещения для каждой сглаженной точки. 
Полученные значения затем используются для коррекции сглаженной траектории. Результаты и выводы. Раз-
работанный метод успешно применяется для построения траектории движения приборов, содержащих GPS-
приемник для определения собственных координат. Приведенные результаты получены на реальных данных.  
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Abstract. Background. A trajectory of a moving object is considered that is provided as a sequence of GPS point 

coordinates. The coordinates data contain a substantial amount of noise. A method of window filtering if proposed that 
takes into account and negates trajectory displacement on a turn towards the center of that turn. The method does  
not require any additional information concerting the motion model of the object. Materials and methods. It is proposed 
to use window filtering to reconstruct the trajectory of the moving object given a sequence of noisy GPS data. Window 
filtering applied to a turning trajectory displaces the trajectory towarts the center of the turn. A method is proposed  
to evaluate the absolute value and direction of such displacement for each point. The obtained values are then used  
to correct each point of the smoothed trajectory. Results and conclusions. The proposed method was successfully applied 
to produce smoothed trajectories of motion for devices that use GPS receiver to get their coordinates. The results shown 
in the current article are based on real data.  
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Введение 

Фильтрации данных GPS (или иной системы геопозиционирования) посвящено множество ра-
бот, поскольку сами данные GPS для гражданских приемников, которыми оснащено подавляющее 
большинство устройств, так или иначе связанных с геолокацией, содержат шумы, и хорошей точно-
стью считается получение координат с ошибкой в два-три метра. Для фильтрации используются 
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различные способы. В настоящее время популярны исследования, связанные с привязкой GPS-
приемника к дорожной сети, например, для автомобильной навигации [1]. В таких работах использу-
ется дополнительная информация о структуре дорожной сети. Также популярны методы, использую-
щие видеоинформацию с заранее известными координатами фотографий местности [2]. Такой способ 
геопривязки подходит для автономных роботов, которые должны передвигаться по заранее известной 
местности и в процессе позиционировать себя на известной карте. Задача сглаживания координат  
для построения уточненной траектории движения рассматривается, например, в работах [3, 4]. Од-
нако для рассматриваемых там задач точности, получаемой при обычном оконном сглаживании, ока-
зывается достаточно. 

При сглаживании траектории самым популярным методом оказывается фильтр Калмана [5–7]. 
Такой фильтр требует дополнительной информации о модели движения объекта. Поскольку основной 
платформой, на которой применяются в быту GPS-приемники, остается мобильный телефон, многие 
приложения используют встроенные ИНС и с помощью фильтра Калмана уточняют координаты на 
основании данных с приемника. 

Для получения сглаженных траекторий также используются другие методы, например, где ис-
пользуются различные комбинации статистических и эвристических фильтров [8].  

В данной работе предлагается простой метод, основанный на оконном сглаживании траектории 
движения объекта. При использовании оконного сглаживания траектория на поворотах смещается 
внутрь поворота. Величина смещения при этом зависит от ширины окна. При более широком окне 
сглаженная траектория более гладкая, однако больше смещена к центру поворота относительно ис-
тинной траектории. В работе оценивается величина и направление смещения каждой траектории  
к центру поворота, и затем производится коррекция каждой точки для восстановления истинной тра-
ектории. Предложенный метод не требует информации о характере движения объекта и подходит  
для постобработки данных для таких объектов, в характере движения которых отсутствуют резкие 
скачки скорости или направления. 

Автору неизвестны работы, где рассматривалось бы уточнение траектории подобным образом. 

Постановка задачи 

Рассматривается задача геопозиционирования прибора, содержащего гражданский GPS-
приемник, на местности. Прибор записывает данные, например магнитного поля, или иные физиче-
ские параметры, и необходимо сопоставить координаты записанных данных с местностью. При этом 
такое сопоставление можно делать в постобработке, т.е. все данные о траектории движения прибора 
доступны в момент обработки. 

Траектория движения прибора (его GPS-приемника) задается в виде последовательности точек, 
которые представляют собой пары GPS-координат, занесенных в файл данных в формате Градусы-
минуты-доли минут. Координаты GPS сильно зашумлены, и если представить смещение как нор-
мально распределенную случайную величину, то ее среднеквадратичное отклонение может состав-
лять 2–3 м.  

Координаты GPS в гражданском приемнике обновляются один раз в секунду. Предположим, 
что прибор движется равномерно. Тогда привязка координат производится через равные расстояния, 
соответствующие расстоянию, пройденному прибором за единицу времени, т.е. за 1 с. При реальном 
движении прибора, конечно, скорость его может варьировать в процессе движения, однако будем 
считать, что резких изменений не происходит.  

Дополнительной информации о характере движения прибора нет. 
При таких условиях, в отличие от определения координат в реальном времени, когда коорди-

наты «в будущем» недоступны, для сглаживания траектории движения можно пользоваться оконным 
фильтром. Для корректной работы такого фильтра необходимо перейти от угловых координат прием-
ника к метрической сетке. 

Пересчет GPS-координат в XY-координаты местности 

Поскольку GPS-координаты являются угловыми координатами (долгота/широта), для их пре-
образования в единицы длины необходимо перейти к их проекции на какую-либо карту. В данной 
работе использовались формулы пересчета в стандартной проекции UTM (Universal Transverse Mer-
cator). Описание способа пересчета из угловых координат в метрические и обратно подробно пред-
ставлено в работе [9], где автор ссылается на два способа пересчета, дающих приблизительно одина-
ковую точность, а также приводит формулы пересчета.  
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При обработке координат сначала преобразуем все GPS-координаты ( ),i ilon lat  к прямоуголь-
ным декартовым ( ),i iX Y . Затем сместим начало координат таким образом, чтобы начало координат 
находилось в стартовой точке движения (т.е. из всех координат необходимо вычесть самую первую 
пару координат) 

( ) ( ) ( )1 1, , ,i i i ix y X Y X Y= − . 

Здесь мы считаем, что нумерация координат начинается с единицы.  

Оконное сглаживание траектории на метрической сетке 

Массив координат, заданный в виде ( ),i ix y , имеет вид аналогичный представленному на рис. 1. 
Пусть L – длина всего массива, т.е. общее количество записей координат. 

 

 
Рис. 1. GPS-координаты Lon, Lat (градусы долготы и широты) 

 
Преобразованиями, описанными в пункте 2, получим массив координат на местности с началом 

в первой точке массива (в данном примере это точка справа вверху). 
Для сглаживания координат будем применять оконный фильтр с окном Хэмминга. Пусть W – 

ширина окна сглаживания, 2 1W N= + . Тогда значения коэффициентов будут иметь вид  

( ) 21 cos , , 0,54.i
if N i N

W
π= α+ −α − ≤ ≤ α =  (1) 

Коэффициенты отмечены волнами, потому что их сумма не равняется единице. Для окна с еди-
ничным коэффициентом усиления сумма коэффициентов должна быть единичной, поэтому необхо-
димо произвести нормировку: 

i
i k N

k
k N

ff
f

=

=−

=





. (2) 

Можно также пользоваться другими видами окон, например, окном Блэкмана. Нормировку 
необходимо производить в любом случае. 

При построении сглаженной траектории производится расчет точек новой траектории по ста-
рым точкам с помощью следующей формулы: 

;
k N k N

n k n k n k n k
k N k N

x f x y k y
= =

+ +
=− =−

= =   . (3) 

В формуле (3) при величинах x  и y  могут оказаться индексы, выходящие за границы исходного 
массива координат. В этом случае можно поступать различными способами. Один из способов заклю-
чается в том, чтобы рассчитывать сглаженные координаты для значений индекса 1 1N n L N+ ≤ ≤ − − .  

73.988 73.989 73.990 73.991 73.992 73.993

41.9790

41.9795

41.9800

41.9805



НАДЕЖНОСТЬ И КАЧЕСТВО СЛОЖНЫХ СИСТЕМ. 2024. № 4 

34 

Если необходимо получить также точки траектории, находящиеся ближе к границам диапазона, 
то рекомендуется доопределить массив координат ( ),i ix y  с каждой стороны N значениями, например, 
следующим образом (напомним, нумерация массива начинается с 1):  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1, 2 , , для1 ;

, 2 , , для1 .
k k k k

L j L j L L L j L j

x y x y x y k N

x y x y x y j N
− − + +

+ + − −

= − ≤ ≤

= − ≤ ≤
 (4) 

После такого доопределения формула (3) будет справедлива для значений индекса 1 n L≤ ≤ . 
Доопределение вида (4) добавляет в массив координат точки таким образом, чтобы точки с ин-

дексом 1 k−  были симметричны соответствующим точкам с индексом 1 k+  относительно начальной 
точки (с индексом 1), а точки с индексом L j+  – симметричны соответствующим точкам с индексом 
L j−  относительно конечной точки с индексом L . При таком доопределении начальная и конечная 
точки массива останутся на своих местах, и по мере увеличения индекса n будет вступать в силу 
фильтрация. 

Формулы расчета производных и векторов нормали для кривой, заданной в виде набора точек 

Для дальнейшей работы потребуется вычисление первых и вторых производных, а также каса-
тельного и нормального векторов к траектории в заданной точке. Выведем приближенные формулы 
для вычисления производных. 

Вычисление производных 

Пусть некоторая функция ( )u x  задана своими значениями на последовательности точек  

( )i iu u x= . (5) 

Воспользуемся разложением функции u  в ряд Тейлора в окрестности точки nx : 

( ) ( ) ( ) ( )22

22
n n

n n
x x x x

du x d u xhu x h u x h
dx dx

= =

+ ≈ + + . (6) 

Обозначим расстояние между парами последующих точек 1n n mx x h−− = , 1n n px x h+ − = . Здесь 
«m» – «minus», т.е. предыдущий шаг, а «p» – «plus» – последующий. Запишем для значений функции 

1m nu u −=  и 1p nu u +=  равенство (6), сокращенное до первой производной: 

,p n p m n m
du duu u h u u h
dx dx

≈ + ≈ − . (7) 

Выражения (7) рассмотрим как уравнения относительно производной du
dx

. Выразим эту произ-

водную из обоих уравнений, возьмем среднее значение с неизвестными коэффициентами α  и β : 

n

p n n m

x x p m

u udu u u
dx h h=

 − −≈ α +β  
 

. (8) 

Выбор коэффициентов α  и β  произведем таким образом, чтобы формула (8) имела максималь-
ный порядок точности, по аналогии с расчетом разностных схем в работе [10]. Так, если выбрать  

, pm

m p m p

hh
h h h h

α = β =
+ +

, (9) 

то формула (8) будет точна на многочленах второго порядка, т.е. приближает производную в окрест-
ности точки nx  с точностью до ( )2O h : 
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( )
( )

( )
( )n

m p n p n m

x x p m p m m p

h u u h u udu
dx h h h h h h=

 − −
 ≈ +
 + + 

. (10) 

При одинаковом шаге, т.е. если p mh h h= = , получаем известную формулу для приближения 
первой производной  

2
p mu udu

dx h
−

≈ . 

Для получения выражения второй производной запишем приближение по трем точкам с неиз-
вестными коэффициентами:  

2

2
n

m n p
x x

d u u u u
dx =

≈ α +β + γ . (11) 

Потребуем, чтобы приближение (11) было точно на многочленах второго порядка. Запишем для 
многочлена 2u ax bx c= + +  приближение (11), принимая во внимание (5): 

2
2

2 1 02
n

m n p n n
x x

d u u u u q x q x q
dx =

−α −β − γ = + + , (12) 

где  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2
0

1

2

2 ;

2 ;

.

m p m p

m p

q a c h h b h h

q c b h h

q b

= − α +β+ γ + α − γ − α + γ −

= − α +β+ γ + α − γ

= − α +β+ γ

 (13) 

Для того, чтобы приближение было точным на всех многочленах второго порядка, необходимо 
и достаточно, чтобы коэффициенты (13) были тождественно равны нулю. Это условие приводит к 
системе линейных уравнений относительно коэффициентов α , β , γ , разрешая которую, получаем 

( ) ( )
2 2 2, ,

m pm m p p m ph hh h h h h h
α = β = − γ =

+ +
. (14) 

Таким образом, можем записать формулу для приближения второй производной 

( )
( )

2

2 2
n

p m m p n m p

m p m px x

h u h h u h ud u
dx h h h h=

− + +
≈

+
. (15) 

Эта формулы приближает вторую производную в точке nx x=  с точностью до ( )2O h . При одина-
ковых значениях шага p mh h h= =  она превращается в классическое приближение второй производной 

2

2 2

2p n mu u ud u
dx h

− +
≈ . 

Точность при одинаковых значениях шага также повышается. Можно показать, что в этом слу-
чае формула (15) точна для многочленов третьей степени [10]. 

Вычисление векторов касательной и нормали в точке 

Пусть кривая задана параметрически:  

( ) ( ){ },x s y sγ = . (16) 
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Будем считать, что s – это натуральный параметр, т.е. путь, пройденный вдоль кривой. Тогда 
согласно классическим формулам [11], направляющие векторы касательной к кривой τ


 и нормали  

к кривой n  в точке ( )* *,x y  имеют вид 

( ) ( )
* * * *

* * * *

; ;

, , ; , ,
x x y y x x y y

dx dy dy dxx y n x y
ds ds ds ds= = = =

   τ = ± = ± −   
   

 
. (17) 

Здесь знак «+» у вектора касательной означает, что вектор направлен в сторону увеличения па-
раметра s, а у вектора нормали, что он направлен «влево» на 90° относительно вектора касательной 
со знаком «+» (рис. 2), а знаки «–» соответствуют противоположным векторам.  

 

 
Рис. 2. Векторы касательной и нормали к кривой, заданной натуральным параметром 

 
В случае, когда кривая задана в виде последовательности точек ( ),i ix y , для вычисления векторов 

нормали ( ),i i in n x y=
   и касательной ( ),i i ix yτ = τ

   воспользуемся полученными ранее формулами (10):  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 11 1

1 11 1

, ;

, .

p i i p i im i i m i i
i

m m p p m p m m p p m p

p i i p i im i i m i i
i

m m p p m p m m p p m p

h x x h y yh x x h y y
h h h h h h h h h h h h

h y y h x xh y y h x x
n

h h h h h h h h h h h h

− −+ +

− −+ +

 − −− −
 τ ≈ + +
 + + + + 
 − −− −
 ≈ − − +
 + + + + 




 (18) 

Здесь в качестве локального шага параметра s выступают  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1;p i i i i m i i i ih x x y y h x x y y+ + − −= − + − = − + − . (19) 

В случае, когда параметр s является натуральным, т.е. представляет собой длину пути вдоль 
кривой, из определения векторов нормали и касательной следует, что их длина равна единице.  
При вычислении этих векторов с использованием аппроксимированных формул для производных (18), 
в силу различных вычислительных неточностей, их длина может оказаться отличной от единицы. Ре-
комендуется после вычисления значений по формулам (18) провести нормировку векторов: 

( ) ( ), ,
,xi yi xi yi

i i
i i

n n
n

n
τ τ

τ = =
τ

   , (20) 

где норма вектора ( ) ( ) ( )2 2

x y
∗ = ∗ + ∗ . 

Компенсация смещения траектории на поворотах 

Оконное сглаживание дает несмещенную оценку истинных координат только в том случае, если 
траектория движения – прямая. В случае, когда траектория имеет повороты, оценка координат точки 
( ),i ix y  , полученная с помощью оконного сглаживания, смещена внутрь поворота на неизвестную ве-
личину, которая зависит от истинного положения точек траектории индексами i N i k i N− ≤ + ≤ +  
(т.е. от тех точек, которые попали в окно сглаживания).  

Величину смещения можно приближенно определить следующим образом.  

τ 
n 

(x*, y*) 

Направление  
увеличения параметра s 
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Пусть ( )* * *,i i ir x y=
  – радиус-вектор истинной точки с индексом i, ( ),i i ir x y=

  – радиус-вектор 

точки, записанной с помощью GPS-приемника, ( ),i i ir x y=    – координаты соответствующей точки, по-
лученные с помощью оконного сглаживания.  

Предположим, что форма сглаженной кривой несильно отличается от формы истинной траек-
тории. Тогда вектор нормали к истинной траектории в точке *

ir
  приблизительно равен вектору нор-

мали к сглаженной кривой в точке ir , и оба они приблизительно определяют вектор i i
i

i i

r re
r r
−=
−




, ко-

торый представляет собой единичный вектор смещения точки, возникающего в результате оконного 
сглаживания. Собственно, смещение тогда будет иметь вид * *

i i id eΔ =
  . Величина смещения *

id вдоль 
этого вектора может быть оценена как взвешенная сумма расстояний от истинных точек траектории 

*
i kr+
  до касательной к истинной траектории в точке *

ir
 , т.е. 

( )* * * *
k N

i i k i k i
k N

d n f r r
=

+
=−

= −   . (21) 

Здесь коэффициенты kf  берутся те же, что и при оконном сглаживании (2). Скалярное умноже-
ние в выражении (21) дает длину проекции на направление нормали взвешенной суммы векторов, 
проведенных из точки *

ir
  ко всем точкам *

i kr+
 , участвующим в получении точки сглаженной траекто-

рии ir


, иными словами, взвешенную сумму расстояний от точек, участвующих в расчете точки ir


  
до касательной к сглаженной кривой, проходящей через эту точку. Общий вектор смещения точки, 
таким образом, может быть получен по формуле 

* * * *
i i i i ir r d n− = Δ = ⋅

  . (22) 

Вектор *
iΔ


 есть величина, на которую смещается значение радиус-вектора *
ir
  в результате окон-

ного сглаживания.  
На практике вместо суммы (21) можно пользоваться аналогичной взвешенной суммой, постро-

енной для сглаженной траектории: 

( )
k N

i i k i k i
k N

d n f r r
=

+
=−

= −   . (23) 

Соответственно, вектор смещения можно получить приближенно как  

i i id nΔ = ⋅  . (24) 

Приведенные расчеты проиллюстрированы на рис. 3. Представлена истинная траектория и кри-
вая, полученная сглаживанием данных GPS. Сглаженная кривая смещена внутрь поворота. К сгла-
женной кривой построен вектор нормали (сплошной стрелкой), для сравнения рядом построен вектор 
нормали к истинной траектории. В общем случае их различие будет незначительно.  

Таким образом, для восстановления радиус-вектора «истинной» траектории *
ir
  по точкам сгла-

женной траектории можно пользоваться следующим алгоритмом: 
1) вычислить вектор нормали in  к сглаженной кривой в точке с индексом i по формулам (18) и (20); 
2) рассчитать взвешенную сумму (23) и поправку (24). Следует отметить, что произведение в 

формуле (23) скалярное, т.е. для двумерных векторов 1 1 2 2a b a b a b⋅ = +
 , а в формуле (24) – покомпо-

нентное, т.е. ( )1 2,a a aα ⋅ = α α
 ; 

3) вычислить радиус-вектор точки сглаженной траектории с компенсацией смещения: 

i i ir r= −Δ   . (25) 

Поскольку знак «+» при смещении iΔ  означает вектор, на который точка *
ir
  сместилась, то для 

компенсации этого смещения надо брать поправку с противоположным знаком. 
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Рис. 3. Истинная траектория (нижняя кривая) и кривая,  

полученная по данным GPS с помощью сглаживания (верхняя кривая) 

Результаты 

Значения величины смещения и результаты работы алгоритма приведены на рис. 4 и 5 (приве-
дены данные только для части траектории, содержащей поворот).  

Из рис. 4 видно, что компенсация смещения предложенным методом достигает 1,2 м (исполь-
зовалось окно Хэмминга с шириной 51 точка).  

При необходимости следует провести обратный пересчет координат из метрической сетки  
в угловые координаты [12]. 

 

 
Рис. 4. Величина смещения (м), рассчитанная по предложенному методу  

(значения для части траектории, содержащей поворот) 
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Рис. 5. Результат сглаживания траектории. Ломаная линия – исходные данные, гладкая кривая – сглаживание  

с применением оконного фильтра, точечная кривая – результат компенсации смещения 

Заключение 

В работе предложен метод оконного сглаживания траектории движения прибора с восстанов-
лением координат точек, смещенных внутрь поворотов траектории. При восстановлении не исполь-
зуется никакая информация о характере движения прибора; используется исключительно информа-
ция о свойствах окна сглаживания. Данный метод может применяться для пост-обработки траекторий 
приборов, использующих гражданские GPS-приемники стандартной точности, однако он применим 
и для других зашумленных траекторий, когда априорная информация о характере движения неиз-
вестна. 
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