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Аннотация. Актуальность и цели. В практических задачах оценки среднего остаточного ресурса невос-

станавливаемых объектов объем количества наблюдаемых объектов весьма ограничен. Поэтому доверие к то-
чечным (статистическим) оценкам среднего остаточного ресурса крайне низко. В связи с этим возникает акту-
альная задача – повысить доверие к наблюдаемому объему наблюдений. Материалы и методы. Один из 
способов решения этой задачи – найти нижние доверительные границы среднего остаточного ресурса при задан-
ной доверительной вероятности. Результаты. Поэтому в настоящей работе установлены нижние доверительные 
границы среднего остаточного ресурса невосстанавливаемых технических объектов при заданной доверительной 
вероятности. Установленные границы справедливы для любого закона расходования ресурса невосстанавливае-
мых объектов. Приведен пример расчета нижней доверительной границы среднего остаточного ресурса для объ-
ектов малого объема выборки. Выводы. Доказана формула расчета нижних доверительных границ среднего оста-
точного ресурса для любого закона расходования ресурса невосстанавливаемых технических объектов. 
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Abstract. Background. In practical problems of estimating the mean residual operating life of non-restorable 

items, the amount of observed items is very limited. Therefore, confidence in point (statistical) estimates of the mean 
residual operating life is extremely low. In this regard, an actual problem arises – to increase confidence in the ob-
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served volume of observations. Materials and methods. One of the ways to solve this problem is to find the lower con-
fidence bounds of the mean residual operating life for a given confidence probability. Results. Therefore, in this paper, 
the lower confidence limits of the mean residual operating life of non-restorable items are established for a given con-
fidence probability. The established limits are valid for any law of operating life consumption of non-restorable items. 
An example of calculating the lower confidence limit of the mean residual operating life for small sample size items is 
given. Conclusions. The formula for calculating the lower confidence limits of the mean residual operating life for any 
law of operating life consumption of non-restorable items is proved. 
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Введение 

Пусть безотказные наработки невосстанавливаемого объекта сверх времени τ  цензурированы 
сверху величиной l . Введем случайную величину ( )η τl , которая равна величине безотказной нара-
ботки, если внутри интервала времени ( )τ, l  у объекта отказа не было, т.е. ( )η τ τl l= − , при ζ l> , 
где ζ  – наработка до отказа либо равна величине ζ l− , если отказ произошел на интервале ( )τ, l , 
т.е. ( )ζ τ, l∈ . Другими словами, ( )η τl  – остаточный ресурс объекта сверх времени τ  в течение дли-
тельности τl − , определяемой следующим образом: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

τ, если ζ ζ τ ;
η τ

ζ τ,  если ζ τ, ζ τ ,  l

l l

l

 − > >= 
− ∈ >

  (1) 

где ζ  – наработка до отказа. 
Далее под средним остаточным ресурсом объекта сверх времени τ  в течение длительности 

τl −  будем понимать значение математического ожидания величины (1), равное 

 ( ) ( ) ,l lR Eτ = η τ     (2) 

где [ ]E ⋅  – математическое ожидание величины, стоящей внутри скобок. 
Используя формулу (1) и определение математического ожидания (2) [1], легко доказать сле-

дующую формулу расчета среднего остаточного ресурса объекта сверх времени τ  в течение про-
должительности l −τ : 

 ( ) ( ) ( )1 ,
l

lR P u du
P τ

τ =
τ    (3) 

где ( )P u  – функция вероятности безотказной работы объекта в течение времени u , ( )u lτ ≤ ≤ . 
Формула (3) позволяет рассчитать не только средний остаточный ресурс, но и безостаточный 

средний ресурс [2–4]. В самом деле, полагая в (3) 0τ = , получим следующую формулу расчета 
среднего (безостаточного) ресурса в течение продолжительности l : 

 ( ) ( )
0

0 .
l

l lR R P u du= =    (4) 

Так, например, если ресурс объекта на интервале времени ( )0, l  распределен равномерно, т.е. 

( ) ( )1 ,  где  0, ,uP u u l
l

= − ∈  

то согласно (4) найдем 

0

1 .
2

l

l
u lR du
l

 = − = 
   
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Другими словами, средний (безостаточный) ресурс в течение продолжительности l  равен по-
ловине этой длительности [5, 6]. 

Для сравнения, расчет среднего остаточного ресурса по формуле (3) для этого закона дает 
следующее значение: 

( ) 1 ,
2

l

l
l u lR du

l lτ

− τ τ = − = − τ    

т.е. средний остаточный ресурс сверх времени τ  в течение продолжительности l −τ  равен половине 

длительности времени, равной 
2

l −τ , [7–10]. 

Точечная (статистическая) оценка показателя (3) позволяет рассчитать истинное значение 
среднего остаточного ресурса при заданной функции вероятности безотказной работы объекта. Од-
нако в практических задачах возникает вопрос оценки среднего остаточного ресурса по результатам 
испытаний или подконтрольной эксплуатации однотипных объектов [11–15]. В связи с этим прове-
дем точечную (статистическую) оценку среднего остаточного ресурса. 

Пусть k  объектов отказали в течение времени τ  из общего числа n  однотипных, а остальные в 
количестве n k−  после времени τ ; причем безотказные наработки цензурированы сверху величиной 
l . Тогда точечной (статистической) оценкой среднего остаточного ресурса объекта сверх времени τ  в 
течение продолжительности l −τ  будет служить величина ( ) ( )k

lR τ , определенная по формуле 

 ( ) ( ) ( )
1

1 ,  если ;

0,  если ,

n k

k i
il

t k n
R n k

k n

−

=

 − τ <τ = −
 =

   (5) 

где it  – наработка до отказа i-го объекта после времени τ , ( 1,2,...,i n k= − ). 
Покажем, что оценка (5) смещенная, а именно, докажем следующее соотношение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ,k
l n lE R Z P R   τ = τ τ     (6) 

где коэффициент смещения равен 

 ( )ˆ 1 .
n

n
kZ P
n

  τ = −     
  (7) 

Так как 
( ) ( ),i

i lt = τ+η τ  

где ( ) ( )i
lη τ  – остаточный ресурс i-го объекта сверх времени τ  в течение длительности l −τ , то со-

гласно (5) получим 

 ( ) ( )
( ) ( )

1

1 ,  если ;

0,  если .

n k
i

k l
il

k n
R n k

k n

−

=

 η τ <τ = −
 =

   (8) 

Математическое ожидание при фиксированном значении k  для однотипных объектов равно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 .
n k

k i
l l l

i
E R k E R

n k

−

=

   τ = η τ = τ   −   

Учитывая это и вторую строку (8) в следующей формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
n

k k
l l n

k
E R E R k P k

=

   τ = τ ⋅     

где ( )nP k  – вероятность того, что в n  независимых наблюдениях k  объектов откажут, получим 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
.

n
k

l l n
k

E R R P k
−

=

 τ = τ     (9) 

Так как согласно формуле Бернулли [5] 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ1 ,
k n kk

n nP k C P P
−

   = − τ τ     

где k
nC  – число сочетаний из n  элементов по k , то 

 ( ) ( ) ( )
1

0

ˆ1 1 1 .
n n

n
k

P k P n P
−

=

 = − = − − τ    (10) 

Поскольку 

( )ˆ ,n kP
n
−τ =  

то согласно (10) имеем 

( )
1

0
1 1 1 .

n nn

n
k

n k kP k
n n

−

=

−   = − − = −   
   

  

Учитывая это в уравнении (9), находим 

( ) ( ) ( )1 ,
n

k
l l

kE R R
n

   τ = − τ       
 

что доказывает уравнение (6). 
Из уравнения (7) видно, что при 0k =  коэффициент смещения равен 1, т.е.  

 ( )ˆ 1.nZ P τ =    (11) 

Нижняя доверительная граница показателя (9). При малых объемах выборки n  степень дове-
рия к точечной (статистической) оценке показателя средний остаточный ресурс очень низка. Поэто-
му докажем следующее утверждение. 

Теорема. Пусть P  – заданная доверительная вероятность, ( 0 1P< < ). Тогда нижней довери-
тельной границей показателя (3) сверх времени τ  в течение продолжительности l −τ  служит сле-
дующая величина: 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

ln 11 ,ˆ 2
k

l l
n

P
R R

n kZ P

 − −
τ = τ − 

− τ    
  (12) 

где ( ) ( )k
lR τ  – точечная оценка показателя (3), определенная формулой (8); ( )ˆ

nZ P τ   – коэффициент 
смещения точечной оценки, определенной формулой (7). 

Доказательство. Для доказательства (12) воспользуемся неравенством Хедвинга [7]: 

 
2 2

1

1

1 2exp ,r i
i

i i
i

P X
b a

ν

ν
=

=

 
 ν ε   −μ ≥ ε ≤ − ν    −  




  (13) 

где 0ε >  – произвольное число; iX  – случайная величина, удовлетворяющая условиям i i ia X b< < ,  
( 1, 2, ...,i n k= − ); 

1

1 .i
i

E X
ν

=

 μ =  ν 
  
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Полагая в неравенстве (13) 

,i
i

tX
l
− τ=
− τ

 

где it  – наработка до отказа i-го объекта; 0ia = , 1ib = , получим с учетом (6), (8) и ( )
1

i i
i

b a
ν

=

− = ν : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2ˆ exp 2 .k
r l n lP R Z P R  τ − τ τ ≥ ε ≤ − νε    

Откуда имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2ˆ 1 exp 2 .k
r l n lP R Z P R  τ − τ τ < ε > − − νε     (14) 

Поскольку 0ε >  – произвольное число, то выберем его из условия 

 ( )21 exp 2 ,P− − νε =   (15) 

где P  – заданная доверительная вероятность. 
Решая уравнение (15) с учетом того, что n kν = − , получим  

 ( )
( )

ln 1
.

2
P

n k
− −

ε =
−

  (16) 

Следовательно, согласно соотношениям (14) и (16) имеем 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

ln 11 ,ˆ 2
k

r l l
n

P
P R R P

n kZ P

  − −  τ > τ − >
  − τ    

 

что доказывает формулу (12). 
Пример. Четыре однотипных объекта, безотказно проработавших 1000 чτ = , поставлены на 

ресурсные испытания в течение 4000 ч. В результате испытаний времена отказов сверх времени τ  в 
течение продолжительности 4000 ч следующие: 1 2000 чt − τ = ; 2 2500 чt − τ = ; 3 3000 чt − τ = ; 

4 4000 чt − τ = . Найти нижнюю доверительную границу объекта сверх времени 1000 ч в течение 
продолжительности 4000 ч при доверительной вероятности 0,865P = . 

Решение. Согласно условию примера имеем: 4n = , 0k = , 1000 чτ = , 4000 чl −τ = , 5000 чl = ,  
1 2000 чt − τ = , 2 2500 чt − τ = , 3 3000 чt − τ = , 4 4000 чt − τ = . Тогда согласно формуле (12) с учетом 

(11) имеем 

( ) ( ) ( ) ( )0 ln 1
.

2 4l l

P
R R

− −
τ = τ −

⋅
 

Так как  

( ) ( )0 1 2000 ч 2500 ч 3000 ч 4000 ч 2875 ч,
4lR = + + + =  

то  

( ) 2875 ч 0,5 ч 2874,5 ч.lR τ = − =  

Итак, нижняя доверительная граница объекта сверх времени 1000 ч в течение 4000 ч при до-
верительной вероятности 0,865P =  равна 2874,5 ч. 

Обсуждение. Оценка нижней доверительной границы (12) среднего остаточного ресурса спра-
ведлива для любого закона распределения случайной величины 

( ), 1,2,..., .i
i

tX i n k
l
− τ= = ν = −
− τ
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Другими словами, оценка (12) непараметрическая. 
Если же считать значения iX  одинаково распределенными по нормальному (гауссовскому) 

закону и при известном среднеквадратическом отклонении, равным σ , то нижняя доверительная 
граница при доверительной вероятности P  рассчитывается по формуле  

( ) ( ) ( ) ,k
l l pR R t

n k
στ = τ −
−

  (17) 

где pt  определяется из равенства  

( )2 ,t PΦ =  

здесь ( )tΦ  – интеграл Лапласа: 

( )
2

2

0

1 .
2

t u

t e du
−

Φ =
π   

Сравнивая оценки (12) и (17), приходим к следующему выводу: оценка (12) не требует расчета 
среднеквадратического отклонения, что очень важно при малом объеме выборки объектов. 

Заключение 

В настоящей работе установлены нижние доверительные границы среднего остаточного ре-
сурса невосстанавливаемых объектов при заданной доверительной вероятности для любого закона 
расходования ресурса. Приведен пример расчета нижней доверительной границы среднего остаточ-
ного ресурса для объектов малого объема выборки [16, 17]. 
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